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Chapitre 1

Réduction des endomorphismes et Eléments
propres

Dans ce chapitre, on suppose duestR ouC.

1.1 Multiplication matricielle : Algorithmes
Soit K un corps commutatif, soient = (a; ;) 1<i<n UNne matrice de typer x n et B = (b; j)1<i<» UNE

. 1<j<n ¥ 1<<p
matrice de type: x p.
Le produitA - B est la matrice”’ de typem x p dont les coefficients

n
Cij = Z &i,kzbkz,j = ainLj + &LQbLQ 4+ ...+ aiman, 1 S ) S m, 1 S j S p.
k=1

Le coefficientc; ; est obtenu en faisant le produit deit&®ligne deA par laj®™ colonne deB.

Remarque 1.1.1Lorsquep = 1 alors la matriceB serait un vecteur de type x 1. Dans ce cas, le produit
A - B serait un vecteur de typem x 1 dont les coefficients sont donnés par

n
C; = Z ai7jbj = ainl + a/i72b2 S ambn, 1 S 7 S m.
j=1

Remarque 1.1.2 1. Le produit matriciel n’est pas commutatif en général.
2. Le produitA - B peut étre défini sanB - A le soit.
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Pour chaque ligne i=1...m, faire
pour chaque colonne j=1...p, faire
Pour k=1...n, faire
afi,jl:=afli,j]+a[i,k]*a[k,]]

Fin pour k
Fin pour j
Fin pour i
Algorithme :
For i=1..m,
For j=1..p,
For k=1..n,
afi,jl:=afli,j]+a[i,k]*a[k,]]
End k
End j
End |

1.2 Reéduction des endomorphismes et des martices carrées

Dans cette partie, on désigne gaun espace vectoriel de dimension finisur un corps commutati,
pare 'endomorphisme identique dg, par M, (K) 'anneau des matrices carrées d’ordra coefficients
danskK et parl la matrice unité. Soif un endomorphisme de” et A la matrice associée arelativement
a la base canonique @&&. On dit que la matricel de M, (K) est identifiée a 'endomorphismye

1.2.1 Valeurs propres, polyndme caractéristique et polynde minimal

Définition 1.2.1 un nombre\ € K est unevaleur propre d’'un endomorphisme de E (resp. d’une matrice
A de M,,(K)) s’il existe un vecteur: non nul (resp. une matrice colone non nulle) tel que

u(z) = Az, (respAX =)\X)

ou encore si 'endomorphisme— Ae (resp. la matriced — \I) n’est pas inversible.

Exemple 1.2.1 1. Soitu un endomorphisme d&? défini par

{ u(r) =2y,

uly) =u

V2 et—+/2 sont les valeurs propres depuisque det: & v/2¢) = 0
2. SoitA une matrice deM,(R) donnée par

(2 0).

Les valeurs propres dé sont2 et —3 car de{ A — 2I) = 0 et det A + 3I) = 0 puisque

0 O 5 0
o (00) w avar (30)
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Définition 1.2.2 Soitu un endomorphisme dé.
1. On appelle Ipolynéme caractéristiquedew (resp. d'une matricel de M, (K) le polyndme suivant :
P(\) =detlu — X\e), (respPa(\) =detA— Al))

2. Les valeurs propres d’un endomorphismge E sont les racines dpolyndme caractéristiquede
(resp. de la matriced de M,,(K)

Exemple 1.2.2 1. SoitA une matrice deM,(R) donnée par

=13

Le polynbme caractéristique de la matrideest

P(A):olet(QIA _?)_EA):(2—>\)(—3—)\)+4,

PA) =X+ A-2.

Pour trouver les valeurs propres de la matridel suffit de résoudre I'équation
M4 A—-2=0.

2. SoitM une matrice deM;(R) donnée par

2 =40
M=|1 -3 2
0 1 3

Py(\) =det| 1 -3-x 2 |,

—3—=A 2 2 1
1 3—A 3—X 0

Py(A) =2 =N[(=3-2B=A) =2/ +4[-3 - V)],

pour trouver les valeurs propres de la matrigé il suffit de résoudre I'équation

PM()\):(2—>\)‘ ‘—1—4‘ :

P]y[()\) — O

Remarque 1.2.1Soitu un endomorphisme dg et U la matrice deu dans une base arbitraire dg& alors

ona
P()) = defu — Ae) = det(U — AL).

Théoréme 1.2.1(Cayley-Hamilton)
Soitu un endomorphisme de et A une matrice dev,,(K).
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1. Si le polyndbme caractéristique de v se décompose darisen facteurs du premier degré, alors
P(u) = 0.
2. Si le polynbme caractéristigug de A se décompose darisen facteurs du premier degré, alors

Q(4) = 0.
Démonstration. En exercice. O

Exemple 1.2.3Soit A une matrice deM,(R) donnée par

2 -4
(2.
Le polyn6me caractéristique de la matrideestP(\) = A2 + \ — 2.
2 —4\* (2 —4\[(2 -4\ [0 4
1 -3/ \\1 =3 1 -3) \ -1 5 )"
0 4N (2 =4\, (=2 0\ _(0+42-2 4-440) (00
-1 5 1 -3 0 -2) \-14140 5-3-2) \00
Définition 1.2.3 Soitu un endomorphisme dé et A une matrice dev,,(K).

On appellepolyndme minimal deu (resp. deA) un polyndme) vérifiant :
i) @ estde plus petit degré divisant le polyndme caractérigtiue v (resp. deA).

i) Q(u) =0 (resp.Q(A) = 0).
Exemple 1.2.40n considere une matricé de M;(K) dont le polyndme caractéristique
P(A\) = (A=2)*(\ - 3).
Si(A —2I)(A—3I) =0, alors le polynbme minimale dé estQ(\) = (A — 2)(A — 3).

1.2.2 Vecteurs propres et Sous-espace propres

Définition 1.2.4 Soitu un endomorphisme d'uit-e.v.E et A une matrice deM,,(K).
1. Si) est une valeur propre de 'endomorphismd’ensemble des solutions de I'équation

u(r) = A

est un sous-espace vectori¢) de E dit sous-espace propr@associé a\. Les éléments non nuls de
‘H, sont lesvecteurs propresassociés a.
Le sous-espace prop#, = Ker(u — Ae), le noyau de 'endomorphisnie — \e) de E.

2. Si)\ est une valeur propre de la matricg I'ensemble des solutions de I'équation
Mx = \x

est un sous-espace vectori¢) de K" dit sous-espace proprassocié a\. Les éléments non nuls de
‘H,, sont lesvecteurs propresassocies a.
Si f était 'endomorphisme associé a la matridealors H, = Ker(f — Xe).
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Exemple 1.2.5Soit A une matrice deM,(R) donnée par

2 —4
A= ( 2 )
Le polyndéme caractéristique de la matriceest P(\) = \? + X\ — 2. Les valeurs propres de sont

—1-3 —1+3
)\1 - 9 = -2 et)\g - + = 1.

Hy, = Ker (f + 2e)
Hy, = Ker (f —e)
ou f est 'endomorphisme associéddéfini par

{f(x) =21 — 4y,
fly) =z—3y,

ete est 'endomorphisme unité.

Proposition 1.2.1 Soitu un endomorphisme d’'uk-e.v.E et A la matrice deM,,(K) associée a.
1. Les valeurs propres desont les mémes que celles de

2. Les vecteurs propres, vy, ..., v, associés a des valeurs propres distinckgs),, ..., A, sont li-
néairement indépendants.

3. SiH; = Ker(u— \e), Hy = Ker(u — A\ge), ..., Hr = Ker(u — Aye) sont respectivement les espaces
propres associés a des valeurs propres distingtes., . .., A, alors la somme${ = H; + Ho +
...+ H; est une somme directe.

4. Laréunion d’'une base d&;, d'une base dé&{,,. . ., d'une base dé&{; est une base d¥.

Démonstration. Laisser en exercice. O

1.2.3 Matrices semblables

Définition 1.2.5 Deux matrices sont semblables si et seulement si ellesit@mmtdeux matrices repré-
sentatives du méme endomorphisme dans deux bases (éeenéunt) différentes. Autrement dit, on dit que
deux matricesi et B sont semblables si et seeulement si il existe une matrieesiine P telle que

A= P 'BP.

ot
e~

Exemple 1.2.6Les matricesA = ( 2 1 ) etB = ( —2 2 ) sont semblables.

o (1 )= (11)
par= (3 (5 0) ()= (3 7))

O =

En effet, il existe une matrice inversiblie= ( 1

Ona
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Remarque 1.2.20n définit la relation binaireR suivante :
AR B < 3P une matrice inversible telle qué = P~'BP.

La relationR est une relation d’équivalence sur 'ensemble des mattieggK).

Proposition 1.2.2 Deux matrices semblableset B de M,,(K) ont le méme polyndme caractéristique.

Démonstration. SoientA et B deux matrices semblables d4d,,(K), alors il existe une matrice inversible
P telle que

A= P 'BP.
Ona
A- M =P 'BP- X =P 'BP- )P 'P=PYB-\)P,
alors
def{ A — M) = det P~(B — A\I)P) = det P~ ")det B — \I)det P)
d’ou

det P)

def{A — \]) = det B — M)det(P)

=det B — \I).

Corollaire 1.2.1 Deux matrices semblableset B de M,,(K) ont les mémes valeurs propres.

1.2.4 Matrices diagonalisables : diagonalisation de mattes

Définition 1.2.6 Un endomorphisme < L£(E) (resp. une matriced € K"*")) estdiagonalisables'il
existe une base dg (resp. dek”) dans laquelle la matrice de (resp. la matriceP~! AP transformée de
A) est diagonale.

Définition 1.2.7 Une matriceA de M,,(K) est dite diagonalisable si il existe une matrice inversiblde
M, (K) telle que

A 0 .00
P'AP=D = 0 Ao
S |
0 ... 0 X\,
ou\,...,\, sontles valeurs propres dé comptées avec leurs ordres de multiplicité.

Dans ce cas, chaque vecteur coloninde la matriceP est un vecteur propre pour la matrick c’est-a-dire
gu’il existe un scalaire\ sur la diagonale deé) tel queA.w = A\.w.
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Exemple 1.2.7Les valeurs propres de la matrice
1 10
A=1-1 2 1
1 01
sonth\; =2,y =1+4+ietd3=1—1.
Les veteurs propres associéaa A, et A3 sont respectivement

1 i —i
Vi=|1], Vh=1|-1 et 3=|-1
1 1 1
La matriceP = (V;|V4|V3) donnée par
1 i =i 1 0 2 2
P=11 =1 =1 = P*l:Z 1 —2i —1+i
1 1 1 2 —(1+4+1i) 1-i
paar un calcul simple, on trouve
1 0 2 2 1 10 1 i -1 2 0 0
PlAP=-|1 —2i  —1+i] -1 2 1 1 -1 -1]) =10 1+i 0
20 —(1+1) 1-1 1 01 1 1 1 0 0 1—1

Remarque 1.2.3Diagonaliser une matrice carréd, c’est trouver une matrice inversible et une matrice
diagonaleD telles queA = PDP~1,

Proposition 1.2.3 SoitA € M,,(K). La matriceA est diagonalisable si et seulement si

Z dim(H,) = n.

AESP(A)

Théoréme 1.2.2Soitu € L(E) et A € K™*™ une matrice. )
1. u est diagonalisable si et seulement si il existe une baseedpdcer formée de vecteurs propres de

u OU encore si et seulement si les sous-espaces propresigendre I'espacé.

2. A est diagonalisable si et seulement si il existe une baseedpdcek™ formée de vecteurs propres
de A ou encore si et seulement si les sous-espaces proprésdgendre I'espaci™.

3. Si le polynéme caractéristique(x) (resp.P4(z) dew (resp. deA) admetn zéros distincts dank,
alors 'endomorphisme (resp.A) est diagonalisable.

1.2.5 Trigonalisation des matrices, matrices triangulasables

Définition 1.2.8 On appelle matrice triangulaire supérieure (resp. infémg) une matrice dont tous les
éléments situés strictement au-dessous (resp. stricté-anedessus) de la diagonale principale sont nuls.

Remarque 1.2.4Une matrice diagonale est a la fois triangulaire supérieatdriangulaire inférieure.

Définition 1.2.9 Un endomorphisme <€ £(E) (resp. une matricel € K<) esttriangularisable s'il
existe une base dE (resp. dek”) dans laquelle la matrice de (resp. la matriceP~* AP transformée de
A) est triangulaire.

Définition 1.2.10 On dit qu'une matriceA € M, (K) esttrigonalisable si et seulement si il existe une
matrice inversible? € M,,(K) inversible tel que®~! AP soit triangulaire supérieure.

Théoréme 1.2.3Toute matrice deM,,(C) est trigonalisable.
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1.2.6 Réduction de Jordan

Définition 1.2.11 On appelle bloc de Jordan une matrice de la forme

A1 0 ... ... 0
0 A :

0
: A1
0 0 X

ou \ est un réel quelconque. La diagonale principale contierst Xleon trouve ded au-dessus de cette
diagonale, les autres éléments de la matrice sont nuls.

*Le bloc de Jordan de taille > 1 et dont I'’élément sur la diagonale principale esest notéJ,(\).

Exemple 1.2.8 1. J;(8

~—

= 8 est un bloc de Jordan de typex 1.

31 00
0 3 10

2. J4(3) = 00 3 1 est un bloc de Jordan de tygex 4.
000 3

3. Jh(—2) = ( 3 _2) est un bloc de Jordan de typex 2.

Définition 1.2.12 On appelle matrice diagonale par blocs une matrice forméme'diagonale de matrices
carrées, non nécessairement de méme taille. Les élémansstnés dans ces matrices sont nuls.

*On note diagA;; A,; .. .; A,) la matrice dont les blocs diagonaux sofit, A, ..., A,.
1200
3400 . 1 2 2 4
Exemple 1.29 1. A= 00 9 4 :dlag((3 4)’(6 8))’
00 6 8
A ;e
2. B= =diag| (1), 0 -1 -2 :
0O 0 -1 -2 3 _4 _p
0 -3 —4 -5
3 0 O 1 1
3.0=(0 1 -1 :diag<(3),<_1 1))
0 —1 1

Définition 1.2.13 On appelle matrice de Jordan une matrice diagonale par bhbmst les blocs sont des
blocs de Jordan.

Définition 1.2.14 Soit A € M,,(K). On appelle réduite de Jordan dé toute matrice de Jordad telle
qu'il existe P € M,,(K) inversible telle qued = PJP~L.
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Théoreme 1.2.4(Réduction de Jordan)

SoitA € M,,(K). Soient\;, Ay, ..., A3 les valeurs propres de la matricé. On notey; I'ordre de multipli-
cité de); dans le polyndbme caractéristique, de A.

*La matrice A admet une réduite de Jordahet une seule (a I'ordre des blocs pres).

*Tout bloc de la réduite de Jordan dé est de la forme/y,(\;) ou\; € SpA) etl < k < ;.

*Sur la diagonale principale de la réduite de Jordan, on tveudes valeurs propres dé comptées avec leur
multiplicité : \; apparaity; fois.

Théoréme 1.2.5Soitu € £(E) et A € K™ une matrice.

1. u est triangularisable si et seulement si le polyndme carétique P(x) deu se décompose dafis
en facteurs du premier degré.

2. A est triangularisable si et seulement si le polynéme caratique P4 (x) de A se décompose dans
K en facteurs du premier degré.

3. Dans ce cas, il existe une base Kdresp. dek”) telle que la matrice de dans cette base (resp. la
matrice P~ AP transformée del) a la forme de Jordan :

Ji0 ... 0 A 1.0 0
0 J2 T . 7 ol Jp: 0 )\p

RPN Do
0 ... 0 J, 0 ... 0 A

(Les), sont les valeurs propres deou deA ; plusieurs matrices/,, peuvent avoir la méme valeurs
A, dans la diagonale.)

Exercice 1.2.1Soit A la matrice donnée par

1 00 O
1 41 -2
A=149 1 9
1 21 0

1. Montrer queA n’est pas diagonalisable.
2. Donner la réduite de Jordan dé.

1.3 Spectre et rayon spectral d’'une matrice, Matrice positie

1.3.1 Spectre et rayon spectral d’'une matrice

Soit A = (a; j)1<i,j<n UNE Matrice carrée.
1. Latracede A esttr(A) = >"" | a;;.

2. Les valeurs propres dé sont les n racines réelles ou complex&s<;<, du polyndme caractéris-
tique P de A. Le spectrede A, notéSp(A) est 'ensemble de tous les valeurs propreside

Sp(A) ={\;: 1 <i<n}
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3. La matriced estdiagonalesia; ; = 0 pouri # j, on la note
A = diag(ay) = diag(ai1, ags, - . ., apn).

On rappelle les propriétés suivantes :

Lotr(A) = Y0, A, dé(A) = [T A

=1

2. tr(AB) = tr(BA), tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

3. détAB) = déf(BA) = dét A)dét B).
Définition 1.3.1 On appelle le rayon spectral de la matrieg notéo(A), le nombre réel positif

o(A) =max{|N]: 1 <i<n}

Définition 1.3.2 Une matriceA est

1. Symétrique si A est réelle etd = AT ;

2. hermitiennesi A = A*;

3. Orthogonalesi A est réelle edAA” = ATA =T ;

4. Unitaire si AA* = A*A=1;

5. Normalesi AA* = A*A.
une matriceA est ditesinguliére si elle n’est pas inversible.

Propriété 1.3.1 Si A et B sont deux matrices inversibles, alqid B)™! = B~'A™!, (A7)t = (A71)T,
(A*)_l — (A—l)*_
1.3.2 Matrice positive et matrice définie positive

Définition 1.3.3 Soit A une matrice
1. La matriceA estdéfinie positivesi

(Az,z) > 0, Vo e E — {0}
2. La matriceA estpositive ou semi-définie positivesi

(Az,x) >0, Ve e E— {0}

Théoréme 1.3.1Une matrice hermitiennel est définie positive (resp. positive), si et seulement sesou
ses valeurs propres sont 0 (resp.> 0).

Démonstration. soit A une matrice hermitienne et# 0 un vecteur dang’.

(Az,x) = Mz, x) = N|z||g
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1.4 Exercices

Exercice 1.4.1Soit A une matrice deM,(C). On suppose que la matricé a une seule valeur propre
double.

1. Montrer qu’on peut trouver une matride semblable & égale a I'une des deux matrices suivantes :

(%) 63)

2. CalculerB™.

0 10
Exercice 1.4.2Soitf 'endomorphisme d&? dont la matrice dans la base canoniquedst | -4 4 0
-2 1 2
1. Calculer le polyndme caractéristique de Montrer quef est trigonalisable suR.
2. L'endomorphism¢ est-il diagonalisable SuR ?
3. Trouver une base d&’ dans laquellef est triangulaire supérieure.
4. Calculer(A — 213)%. En déduire la valeur del” pour toutn € N.
3 -1 -1
Exercice 1.4.3Soitf 'endomorphisme d&* dontla matrice dans la base canoniquedst [ -1 2 0
3 -2 0

1. Calculer le polynébme caractéristique de Montrer quef est trigonalisable suR.
2. L’endomorphismé¢ est-il diagonalisable suR ?

3. Trouver une base de dans laquellef est triangulaire supérieure.

4. En déduire la valeur del™ pour toutn € N.

Exercice 1.4.40n considere la maatrice

1 00 0
1 4 1 =2
M=145 19
1 21 0

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs proprek/de

2. La matriceM est-il diagonalisable suR ?

3. Déterminer une matrice inversibletelle que la matrice/ = P~' M P soit de la forme de Jordan.
4. CalculerJ™ et en déduire la valeur d&/™ pour toutn € N.



18

CHAPITRE 1. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ET ELEMENTS PROFR



Chapitre 2

Application de la réduction d’endomorphismes

2.1 Endomorphisme nilpotent et Matrice nilpotente

2.1.1 Nilpotence et indice de nilpotence

Définition 2.1.1 1. On dit qu’'une matrice carréd est nilpotente s’il existe un entier natugetel que
AP soit la matrice nulle. L'indice de nilpotence est alors lepbetitp tel queA? = 0.

2. Les notions de matrice nilpotente et d’endomorphisnpoteht sont trés liées : SoieAtun espace
vectoriel de dimension finie,un endomorphisme et sa matrice dans une certaine base.“La matrice
A est nilpotente si et seulement si I'endomorphisme est teifpoc’est-a-dire qu'il existe tel que
u? = 0, ouu? désigneu o ... o u et0 'endomorphisme nul”.

Exemple 2.1.1 1. On prend la matricel = ( 8 (1] ) Ona

2
, (0 1\ (00
#=(00)=(00)

D’ou A est nilpotente d’indice de nilpotenpe= 2.

2. Considérons un espace vectoriel réel de dimension 3 avechase5 = (eq, 9, €3). Considérons
alors un endomorphismedéfini par sa représentation matricielle suivante dans ladia :

39 -9
u: |2 0 O
3 3 =3

Si nous calculons la représentation matriciellewteet deu?, on trouve :

0 0 0 00 0
u?: |6 18 —18 et «: [0 0 0
6 18 —18 00 0

Puisqueu?® est 'endomorphisme nul est bien nilpotent d’'indic&. Son indice est plus petit que
la dimension de I'espace. Dans le cas général, I'indice ddmalomorphisme nilpotent est toujours
inférieur ou égal a la dimension de I’espacle9
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2.1.2 Nilpotence et base réduite

Considérons alors le vectesy. Il est d’indice2 et la famille(e;, u(e;), u*(e;)) est libre. Elle est libre
et de cardinal égal a la dimension de I'espace vectorieteGamille est donc une base. Dans cette base, la
représentation matricielle deprend alors la forme suivante :

o O O
o O =
O = O

La encore, ces propriétés sont génériques pour un endommorpmilpotent. Dans le cas général de
dimensiom, siz est un vecteur d’'indicg alorsp est inférieur ou égal & n et la famille, u(x), ..., u?(x))
est une famille libre. De plus, il existe toujours une basees, ..., e,,), tel queu(e;) soit égal, soit & soit
ae;. 1, avecu(e,) = 0. C'est la base réduite pour 'endomorphisme nilpotent.

2.2 Exponentiel d’'une matrice

La fonction exponentielle est infiniment dérivable SJm@lors au voisinage d& alors d’aprés le dévelop-
pement de Taylor on peut écrire

+o0 tn p tn
t_ R l— 1
¢ _1+Zln! 1+pETooZln!‘

Définition 2.2.1 SoitA et B deux matrices dé1,,(K).

1. On appelleexponentiellede la matriceA, notée parxp(A), la formule suivante :

Nous avons les propriétés suivantes :
2. SIAB = BAalors exp(A+ B) = exp(A) exp(B)
3. SiA est une matrice carrée quelconque, alorexp(—A) = (exp(A4))~L.

4. SiA estinversible d'inversel ™!, alors  exp(A™') = e(exp(A))~! = exp(I,, — A).

Exemple 2.2.1 1. On prend la matriced = ( 01 ) alors on aA? ( 8 8 ) , alors

exp(A):I+A:<
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2. Pour la matriceB suivante

3 9 —9 0 0 0 000
B=1|20 0|, onaB*=|6 18 —18 et BB=|0 0 0
3 3 -3 6 18 —18 000
alors on a
1 1 00 3 -9 00 O
exp(B):I+B+§BQZ 01 0]+1]2 0]l+(3 9 —9
00 1 3 -3 39 -9

Proposition 2.2.1 Soit A une matrice deM,,(K). Alors
1. SiA est nilpotente d’indice de nilpotengealors

2. Sila seule valeur propre dé est 0, alors les puissance desont nulles a partir d’un certain rang
ng -
A" =0, désque n > ng.
Dans ce cas, on a
no An
exp(A) =1+ Z
n=1
3. SiA a une seule valeur proprg, alors nous pouvons écritd = A/ + B ou B est une matrice dont
la seule valeur propre est 0. On a bien

exp(A) = exp(A). exp(B)

nl

4. SiA est une matrice diagonale, c’est-a-dire gdes’écrit sous la forme

A 0 .00 e 0 ... 0
. . A2 . .
A= 0 A e , alors exp(A) = 0 ©
o 0 o, 0
0 ... 0 X\, 0 ... 0 e
5. SoitA une matrice diagonalisable, alors il existe une matriceengible P de vecteurs propres telle
que
)\1 0 . 0 6)\1 0 e 0
A2 . .
A=PDP'=P 0 A2 P! et exp(A) =P 0 ¢ p!
' 0 0
0 0 A\, 0 0 et

Démonstration. Exercice. O
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2.3 Systeme d’équations différentielles

Soit X une matrice colonne des fonctiomsune matrice de\1,,(K) ouK (R ou C) et D un vecteur colonne.
On suppose gue les coefficients det D sont donnés.

On appelle un systéme différentiel linéaire a coefficientsstants et d'inconniX, I'équation linéaire que
satisfaitX au sens usuel des équations différentielles ordinaires :

%P:AX(t)jLD(t), X = "Tf ; (0.1)
Tn

oun estle nombre de fonctions a déterminer en résolvant lersgstiifférentiel (0.1).

2.3.1 Systeme homogenes

Le systeme différentiel homogéne associé a I'équation) @&tl

dX(t)
— = AX(t) (0.2)
La solution générale de I'équation (0.2) est définie par

X (1) = exp(tA) X (0),

ou, par définition :
X An
n!

exp(tA) =1+

n=1

Par calcul, la matricexp(tA) se simplifie en utilisant les propriétés de I'exponentidilene matrice.
L'ensemble des solutions du systeme différentiel homo@@2¢ est un espace vectoriel $lide dimension
n. C'est un sous-espace de I'espace des fonctions a valaugdexes.

Proposition 2.3.1 Soit A est une matrice carrée d’ordre & coefficients dank (R ouC). Si\i, A, ..., A\,
sont les valeurs propres de la matrigeetV;, V5, ..., V,, les vecteurs associés respectivement aux valeurs
propresii, Aq, ..., A\, alors la solution générale de I'équation homogéene (0.2¢st sous la forme :

X(t) = Z a; exp(A\it)V,
=1
olq; € K (1 <i <n)sontdes scalaires.

Exemple 2.3.10n considere le systeme différentiel suivant :

= x4+ 2y,
y' =2z +y,
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on poseX = ( ‘; ) , alors
dX(t) 1 2
Ta (2 1) X(6)
alors
X(t) = exp(tA)X(0),

N . 1 2 . Zo p
OUA = <2 1) etX(0) = ( o ) est donné.

La matrice A a deux valeurs propres distincted et 3, alors

X(t) = ag exp(—t)Vi + ag exp(3t) V5,

ouV;, = G) est le vecteur propre associé-al etV, = <1

1) est le vecteur propre associé3a

{ z(t) = oy exp(—t) + az exp(3t),
y(t) = ay exp(—t) + aq exp(3t)

2.3.2 Systemes avec seconds membres
On reprend le systeme différentiel avec second membre duam(@.1)

Proposition 2.3.2 La solution générale du systeme (0.1) est la somme d’unéaojarticuliére de (0.1)
et de la solution générale du systeme différentiel homo¢@ag

Proposition 2.3.3 Si le second membi® est défini par :
D(t) = exp(wt) Do,

ou D, est un vecteur & coefficients constants dénalors il existe une solution particuliér& (¢) de la
forme :

1. X (t) = exp(wt) Xy, Siw n'est pas une valeur propre d¢;
2. X(t) = exp(wt)(Xo + tX;), Siw est une valeur propre simple dé;
3. X(t) = exp(wt)(Xo + tX; + t*X3), Siw est une valeur propre double dk;

4. X(t) = exp(wt) Y _#'X;, siw est une valeur propre, de multiplicité de A ;
=0

Remarque 2.3.1Si on ne connait pas a priori la forme de la solution partiéuadi, on fera le changement
d’'inconnues :

X(t) = PY (1),
la matrice P étant choisie de maniéere que la matrie! AP du systéeme transformé :
dy (t
d—i) =P 'APY(t)+ P7'D(t)

soit triangulaire ou, mieux encore, de la forme de Jordantt€partie sera bien aborder les années ulé-
rieures avec plus de bagages d’algébre et d’analyse.
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2.4 EXxercices

Exercice 2.4.1Soit (S) le systéme différentiel linéaire sans second membre

) = alt) - Ly
“”{ (1) = 22(t) — y(t)

y(t)
1. Ecrire (S) sous la forme matriciell&’(t) = BX(t) ol B est une matrice a déterminer. La matrice
B est-elle inversible ?

2. CalculerB? et B3. Que peut-on déduire ?
3. Calculer la matriced = exp(tB) en fonction de.
4. En déduire les expressions des fonctibrs x(t) ett — y(¢) lorsquez(0) = 1 ety(0) = —1.

ouz ety sont des fonctions dérivables BelansR. Soitt € R — X (t) = (m(t)) e R

Exercice 2.4.2Soit (S) le systéme différentiel linéaire sans second membre

2(t) = x(t) +2y(t) + 2(t)
(8): 4 y(t) = 2y(t)+32(1)
2(t) = 3z(¢)
x(t)
our, y etz sont des fonctions dérivables skirSoitt € R — X (¢) = | y(¢) | € R3.
z(t)
1. Ecrire (S) sous la forme matriciell&’(t) = BX(t) ol B est une matrice a déterminer. La matrice
B est-elle inversible ? Qu’appelle-t-on ce type de matrice ?
2. Montrer que la matricés s’écrit sous la forme) + N ou D est une matrice diagonale a déterminer
et NV est une matrice nilpotente a déterminer.
*Déterminer I'indice de nilpotence d&.
3. En utilisant I'écritureB = D + N, montrer queexp(tB) = exp(tD) (I3 + tN + 1¢*N?) pour tout
t € Rou I; est la matrice identité de taill&3 x 3).

4. Calculer les matrice®’ = exp(tD) etQ = I3 + tN + 1t N>,
En déduire I'expression de la matrice= exp(tB) en fonction de.

6. Endéduire les expressions des fonctiors z(t), t — y(t) ett — z(t) lorsquex(0) = ki, y(0) = k2
etZ(O) = ks.
*Déterminer les fonctions — x(t), t — y(t) ett — z(t) lorsquek; = 1, ky = —1 etk; = 2.

o

Exercice 2.4.30n veut résoudre le systeme différentiel linéaire du preraidre sans second membre
suivant :

¥=x+y
Y =—x+2y+=z
Z=r+z

i
OnposeX = |y
z
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1. Montrer qu’on peut écrire le systeme différentiel souotane :
X' =AX

ou A est une matrice a déterminer.

Montrer que le systeme est bien défini, puis trouver lerd@ohe caractéristique associés

Trouver les valeurs propres;, A\, et A3 de la matriceA.

Trouver les vecteurs propres, v, etvs assSoCi€s respectivement aux valeurs proprgs; et \s.
Trouver la solution général& (¢), puis touver la solutionX (¢) satisfaisant la condition initiale

a bk~ wnN

1
6. Trouver la solutiort — X (¢) tel queX (0) = [ j | ouj = €%,
:2
J
Pui, montrer que s)M, N et P sont dans le plan complexe les images@e, y(t) etz(¢), le traingle

M N P est équilatéral.

Exercice 2.4.4Soit (S) le systeme differentiel lineaire avec second membre

2(t) = x(t) +2y(t) + €
(8): % y(t) = —3a(t) = 3y(t) + 2(t) — ¢!
2(t) = 2x(t) + 2y(t) — 2(t) + 2¢*
ouz, y etz désignent des fonctions éedansR.
1. Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, dsteaye linéaire homogéne associéSa.
2. Déterminer la solution particuliere du systend® pour les conditions initiales(0) = 1, y(0) = —1
etz(0) = 1.
3. Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, ditéye §).

Exercice 2.4.5Soit (S) le systeme differentiel lineaire avec second membre

1) = y(t) —2(t)
) = —a(t) + 2(t)

(8): 9 ¥
) = () —y()

ISR S S

(
ouz, y etz sont des fonctions de dansR. On pose € R — X (t) = | y(t) | € R®.
(

1. Ecrire le systéeme différentiel linéair& sous la formeX’(t) = A.X(¢) ou A est une matrice a
déterminer.

2. Déterminer la solution générale, a valeurs réelles, diteaye linéaireg).
3. Calculer la norme| X (¢)||. Que peut-en déduire ?
4. Montrer que toutes les solutions du syste&)espnt planes. Conclure.
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Exercice 2.4.6 Soita un parametre réel. On considere les trois suites rééies, i, (vn)nen €t (wn)nen
définies sous la forme récurrente pay = 1, vo = 1, wy = —1 et pour toutn € N par le systéme suivant

Up+1 = 3un — Wy
(8): < vy = 2u,+ v, + (1+a*)w,
Wpy1 = —Up + Uy + Wy

1. Déterminer la matriced telle qu’on peut écrire le systén(&) sous la forme matricielle

Up
Xp1=AX, avec X,=|v, |, YneN.
W,
*Montrer par récurrence queX,, = A" X,, Vn > 0.
2. Déterminer le polynbme caractéristique deuis calculer ses valeurs propres.

3. Déterminer les vecteurs propres et les sous-espacesgsrdpA.
*Trouver les réels: pour que la matriced soit diagonalisable, en déduire le polyn6me minimal.
*Dans ce cas, proposer une base de vecteurs propres jpi@is diagonaliserA.

4. Dans la suite de cet exercice, on se limite au cas="0"
(a) Montrer queA n’est pas diagonalisable.

(b) DéterminerP une matrice de passage telle quie= P~! AP soit une matrice de Jordan.
*Donner les cas possibles de la matrice de Jordan

(c) CalculerP~1, puis calculerA™ pour toutn > 1.
(d) En déduire les expressions dg, v,, etw, en fonction de.

Exercice 2.4.7 1. On propose de résoudre le systeme différentiel linéairpr@mier ordre sans second
membre suivant :

x(t) 2/ (

OnposeX (t) = | y(t) | etX'(t) = | ¥'(¢
2(t) (

(a) Déterminer la matriced telle qu’on peut écrire le systeme différentil) sous la forme :

)
) | la dérivée deX (¢) par rapport at.
)

X'(t) = AX(t).

(b) Montrer que le systéme est bien défini, puis trouver lgrmiivhe caractéristique associéf

(c) Déterminer les valeurs propres, A\, et A3 de la matriceA, puis déterminer les vecteurs propres
v1, U9 €tvs aSSOCIES respectivement aux valeurs propres\, et As.

(d) Déterminer les sous-espaces propkas H» et’H; associés respectivement aux valeurs propres
A1, A2 et As.
*Donner une interprétation géomeétrique des sous-espacgBgsH, Ho et Hs.

(e) Ecrire I'expression générale d’une solutidf(¢) du systémésS), puis trouver la solution —
X(t) telle quex(0) = 1, y(0) = 1/2 etz(0) = 3.
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Il. En utilisant la partiel), résoudre le systeme avec second membre suivant :

'(t) = (ﬂ y(t) —e*
(&) Y (t) = —x(t) + 2y(t) + 2(t) + *
Z(t) =a(t) +2(t) +*
avecz(0) = 1,y(0) = 0 etz(0) = 0. (Indication : trouver d’abord une solution particuliére).

Exercice 2.4.8Soient(ey, e,, e3) la base canonique de?® et f 'endomorphisme d&? défini par
fler) =2e1+ex+e3, fles) =er+2ea+e3 et f(es) =e; + es + 2es3.

Déterminer la matricel associée & relativement & la basge;, s, e3). A est-elle inversible ?
Déterminer Keff) et Im(f). Quel est le rang d¢ ? Justifier
Déterminer 'ensembl® des points fixes dg.

Déterminer le polynédme caractéristique flepuis calculer ses valeurs propres. Donner 'ordre de
multiplicité de ces valeurs propres.

5. Calculer les vecteurs propres dg puis montrer qu’un des sous espaces propred @st 'ensemble
des points fixes dg.

6. Montrer queA est diagonalisable, puis trouver la matrice de pass&gelle queP ! AP soit diago-
nale.

7. CalculerP~!, puis calculerA™ pour toutn € N*.

8. On consideére les trois suites réell@s,),cn, (vn)nen €t (w,)nen définies sous la forme récurrente
parug = 1,v9 = 1, wy = —1 et pour toutn € N par le systéeme suivant

rwDN PR

un+1 = 2un + Un + Wp,
(S) : Upy1 = Up + 20, +w,
Wpy1 = Up T VUp + 2wy,

(a) Ecrire le systéméS) sous forme matricielle.
(b) Déduire les expressions des suites régllies,.cn, (v,)nen €n fonction des.

Exercice 2.4.90n propose de résoudre le systeme différentiel linéairedonjer ordre sans second membre
suivant :

2 (t) = x(t) —y(t) + 22(¢) + u(t)
sy V() =4y(0) +=(0) — 2u(t)

2'(t) = y(t) + 22(t) — u(t)
w'(t) = 2y(t) + =(t)

(1) (1)

On poseX (t) = ZEQ et X'(t) Z,Eg la dérivée deX (t) par rapport at.
u(t) u'(t)
1. Déterminer la matricel telle qu’on peut écrire le systéme différenti8l) sous la forme :

X'(t) = AX(t).
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. Déterminer le polyndbme caractéristique associ#,duis ses valeurs propres. La matrideest-elle

diagonalisable suR ? A est-elle diagonalisable sut ?

. Déterminer les vecteurs propres deet les sous-espaces propres.
. Déterminer une base de vecteurs propresidpuis diagonaliser.
. Ecrire I'expression générale d’une solutidf(t) du systémeés), puis trouver la solution — X (t)

telle quex(0) = 1, y(0) = —1, 2(0) = 1 etu(0) = —1.



Chapitre 3

Formes bilinéaires, Formes quadratiques et
Espaces Euclidien

Dans ce chapitre on note pide corpsR ouC.

3.1 Formes linéaires

3.1.1 Définistions et Notations

Définition 3.1.1 SoitE unK-e.v.
On appelleforme linéaire sur E toute application linéaire dé” dansk, c'est-a-dire toute applicatiorf
de FE danskK satisfaisant les conditions de linéarité

FOz 4 py) = Mf(x) + nfy), YO\ p) €K V(x,y) € B
L'espace vectoriel des formes linéaire Bedansk est noté par’ (£, K) = Ly (E).

Définition 3.1.2 Soit £ un K-e.v.. On appellelual algébrique de E, noté £*, 'ensemble des formes li-
néaire surk. C'est-a-direE* = L(E,K) = Ly (E).

*Structure d’espace vectoriel surE* : (E*, +, x) est unK-espace vectoriel. Sojtetg deux €léments de
E*et) € K, alorsf + g et \f sont des éléments d&* et sont définies par

(f+9)(@) = f(z) +g(x), et (Af)(x)=Af(z), Veek
*Notation : pour f € E* etz € E, on notef(x) par

< f,x >= f(z).
Dans ce cas, on a
1. < fix+y>=< fix >+ < f,y>,
2. < f, dr>= A< f,x >,
. <fHg,r>=<fx>+<g,x>,
4. < N\f,z>= A< f,x >.
*Dans la pratique : Montrer que deux élémenjset g de E* sont égaux, revient a montrer que

< fyx>=<g,x>, VrelkFE.
29
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3.1.2 Théoremes de caractérisation

Fixons une basée;, e, ...,¢,) de E. Nous allons alors construire explicitement toutes lesnés
linéaires surr.
donnons-nous scalairesyy, .. ., a,,, et posons pour tout vecteurde F/, de coordonnées;, . .., z, :

flz) = a1z + ... + apx,.

Il estimmédiat quef est une forme linéaire sur E. Notons glie;) = «;, V1 <i <n.
Ainsi, a tout élémentay, ..., «,) de K", nous savons associer un élémgrde £*. Nous allons voir que
toute forme linéaire suk peut s’obtenir par le procédé précédent. Plus précisement :

Théoreme 3.1.1L'application ® : K" — E* définie précédement est un isomorphisme de I'espace vecto-
riel K sur I'espace vectoriek™.

Démonstration. O
Corollaire 3.1.1 Si F est de dimension alors E* est dimensiom aussi.

Le symbole de Kronecker: on appelle le symbole de Kronecker I'application définie pa

5. — 1, sii=j
Y10, sid# g

Théoréme 3.1.2SoientE un K-e.v. de dimension et (e, ..., e,) une base dé-. Il existe des vecteurs
fi,..., fn uniques deF*tels que

<f2',€j >= 6@’]’7 V1 SZ,]STL

Le systéméfy, ..., f,) forme une base de I'espace dual.
Démonstration.

1. Existence de la basé€f,..., f,) : reprenons I'isomorphisme dé' sur E* que nous avons étudié
précédement. Cet isomorphisme transforme la base camodige,, ..., z,) de K" en une base
(f1,..., fn) de E*. Commer; estI'élémen(1,0,...,0) deK", I'’élément correspondarft de E* est
tel que

filer) =1, fi(es) =0..., fi(en) =0

on voit de méme qué(e;) = d;;

2. Unicité des vecteursf, ..., f, : Pouri fixé. Les formules
< fi,e1 >=10i,..., < fi,en >= i,
définissentf; de maniére unique.
0
D’aprés le théoréme que nous vennons d’étabilir, la bAse. ., f,,) s'appellela base dualede la base

donnégley, ..., e,). Onl'anote pares, ..., e") et on donne les formules
<e,e >=10;, V1<i,j<n.
de par cette formule, on déduit
< pre; oo ppen  Aer F oo+ Apen >= A+ Ay,

guels que soient les scalaires ..., A\, pi1, - - ., fin.
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3.2 Formes bilinéaires

3.2.1 Définitions et notations

Définition 3.2.1 SoientF, F, etG desR-espaces vectoriels. Une applicatigrde £ x F' dansG est dite
bilinéaire si les conditions suiavntes sont satisfaites :

) f(21+z9,y) = f(21,9) + f(22,9),
i) f(Az,y) = Af(z,y),
i) f(x, 1 +y2) = flz, ) + f(,92),
V) f(z, ny) = pnf(z,y).

guels que soient, x1, z, danskE, y, y1, y2 dansF’, et \, u dansR.

Exemple 3.2.1Soit £ I'espace vectoriel des vecteurs libres de I'espace orgendiapplication® : E x
E — FE définie par®(V,V’) = V A V' est une application bilinéaire.

3.2.2 Propriétés

1. Soient(zy,...,z,) des vecteurs d& et(yi, ..., y,,) des vecteursde etAy,..., \,, 1, .. ., iy, dES
scalaires ef une forme bilinéaire suk x F' alors

f (Z AﬂuZMj?Jj) =
i=1 j=1

n

m
D iif (i)

i=1 j=1

2. Dans le cas oy = F', on dit quef est une application bilinéaire sir.

3.2.3 Formes hilinéaires

Définition 3.2.2 SoientE' et ' desR-espaces vectoriels. On appeftame bilinéaire sur £ x F' toute
application bilinéaire de’ x F' dansR. LorsqueFE = F' on dit tout simplement une forme bilinéaire sur

Exemple 3.2.2 1. Soite I'espace vectoriel des vecteurs libres de I'espace ordenar'application® :
E x E — R définie par®(V, V') = V - V' est une application bilinéaire.

2. L’application
(Ao An)s (s ey i) — Ao + - oo+ Apfin
deK" x K" danskK est une forme bilinéaire si¢”, dite canonique

3. Soite un K-espace vectoriel. L'applicatioff, ) —< f,x > de E* x E dansK est une forme
bilinéaire surE* x E dite canonique
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3.2.4 Toutes les formes bilinéaires suf/

Soit £ un K-espace vectorieley, . .., e,) une base dé’. Nous allons construire explicitement toutes
les formes bilinéaires sut. Donnons-nous? scalairesy;; (1 <, j < n). Quels que soient =" | x;¢;
ety = > 7, y;je; deux vecteurs d&, posons

floy) = > aymy,

i=1 j=1

Il estimmeédiat qug’ est une forme bilinéaire su. Notons quef (e;, e;) = «;;. Ainsi, & tout élémentay;;)
de k™, nous avons associer une forme bilinégire
On note pa3(E, K) = Bx(E) 'ensemble des formes bilinéaires dur

Exercice 3.2.1Montrer que(Bk(E), +, x) est un espace vectoriel.
Théoréme 3.2.1L°application ® : K»* — By (E) définie pard((ay;)) = f est bijective.

Déemonstration. Injectivite : Si les systemes de scalaifes;) et («;;) definissent la méme forme bilinéaire
f,ona

a; = f(ei ej) = o
quels que soient < i, j < n, donc(ay;) = (aj;) ; ainsi I'application est injective.
Surjectivité : soit f une forme bilinéaire sut. Posonsf (e;, e;) = «a;;. Soit g la forme bilinéaire corres-
pondant &a;;). Pour toutr = 377 | we; ety = > 7 yje; 0na

flx,y) = Zzﬂﬁz‘yjf(ei,@j)

i=1 j=1

= Z Z T;Y;00;

i=1 j=1
= g(x,y).

Donc f = g, ce qui achéve la démonstration. OJ

3.2.5 Formes bilinéaires symeétriques

Définition 3.2.3 SoientZ et ' desK-espaces vectoriels. On dit qu’'une forme bilinéaire gl F' est
symeétrique si
f(z,y) = f(y,z), V(z,y) € ExF.

Homomorphismes définis canoniquement par une forme bilinéee : Soit f une forme bilinéaire sur
E x F. Nous allons définir une applicatiande E dansF™.

Fixons provisoirement dansE. Alors I'applicationy — f(x,y) de F' dansK est une forme linéaire suf,
c’est-a-dire un élément dé*, que nous noterongx). On a donc par définition

f(z,y) =< wu(x),y >, pourxdansk ety dansF.
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Montrons que: est un homomorphisme de dansF™ : soientr; etz, dansk, y € F et € K, on a

<u(zy +x0),y > = flry+x2,y) = f(z1,y) + f(22,9)
= <u(x),y >+ <u(xg),y >
= <u(zy) +u(r),y >

fQAz1,y) = Af(71,9)

= A<u(xy),y >=< Iu(zry),y >

< u(Azy),y >

d’ou
u(zy + x2) = u(zy) +u(zy) et u(Axy) = u(zy)

Définition 3.2.4 On dit queu est I'hnomomorphisme de dansF™* défini canoniquement paf.

En échangeant les réles deet ' dans ce qui précéde, on obtieritdmomorphismede F' dansE* défini
canoniquementpar f. Il s’agit de I'applicationw telle que

f(z,y) =<w(y),z >, pourz dansk ety dansF.

On peut vérifier facilement queest un homomorphisme d’espace vectorieFddansE*.

Théoréme 3.2.2Une forme bilinéaire symétriquésur I'espace vectoriek x F' définit un homomorphisme
u de E dans le dualF™* et un homomorphismede F' dans le dualE* donnée par

flz,y) =<u(x),y >=<v(y),z >, V(r,y)e€ ExF.
Lerang de f est le rang de: et Kenr(f) = Ker(u).

Ker(f) =Ker(u) ={x € E/ f(z,y) =< u(z),y >=0, VyeF}

3.2.6 Formes bilinéaires non-dégénérées

Définition 3.2.5 SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels et sgitune forme bilinéaire suf x F.
On dit quef estdégénéreées’il existe unz, non nul danst tel quef(xg,y) = 0 pour touty € F., ou s'il
existe urny, non nul dans”' tel quef(z, yo) = 0 pour toutz dansk.

Exemple 3.2.3SoientE et F' deuxK-espaces vectoriels. L'applicatidm, y) — 0 de E x F dansK est
une forme bilinéaire dégenérée (sautsi= ' = {0}).

Définition 3.2.6 SoientE’ et F' deuxK-espaces vectoriels. Une forme bilinéafrsur E est ditenon dégé-
néréesi son noyau est réduitf0} ou sirand f) = dim(E) = n.

Exemple 3.2.4Soit f la forme bilinéaire canonique su™. Alors f est non dégénérée. En effet, sdit=
(x1,...,2,) un élément non nul de v. Il existe un indidel quex; # 0. soit(ey, .. ., e,) la base canonique
deK™. Ona

f(xo,e;) = flei,x0) =2 #0
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Théoréme 3.2.3Soit f une forme bilinéaire sut’ x I'. Soientu : £ — F* etv : F — E* les homomor-
phismes définis canoniquement gfalLes conditions suivantes sont équivalentes :

i) f estnondégénérée.

i) u etv sontinjectifs

Démonstrationi) = ii). Supposons qu¢ non dégénérée. Saitun élément non nul d&. Il existey
dansF tel quef(z,y) # 0, c'est-a-dire< u(z), y ># 0.De la méme facon, on montre quest injectif.

it) = 1i). Supposons que etv injectifs. Soitz un élément non nul d&. On au(x) # 0, donc il existey
dansF' tel que< u(x),y ># 0, c’est-a-diref (z, y) # 0, on voit de méme que, gl est un élément d&, il
existe unz’ danskF tel quef(z’,y’) # 0. O

Théoréme 3.2.4Soit f une forme bilinéaire suf’ x F. Soientu : £ — F* etv : F — E* les homomor-
phismes définis canoniquement gfalOn suppose qué non dégénérée dt est de dimension finie.

i) F estdimension finie et dif) = dim(F).

i) uetv sont desisomorphismes.

Démonstration Puisquev est injectif, alors/” est isomorphe a(F’) ; commeE* est de dimension finig;
est de dimension finie et

dim(F') = dimu(F) < dim(E*) = dim(E)

PuisqueF' est de dimension finie, on peut échanger le rolé’dst ' dans ce qui précede, donc
dim(£) < dim(F)

et finalement diriZ) = dim(F).
Mais alors dilfE*) < dimu(F), d'otv(F) = E*, de sorte que est un isomorphisme dé sur E*. De
méme, on voit que est un isomorphisme dé sur F*. O

Remarque 3.2.1Dans les conditions du théoréme précédent, on identifieesduly a F* par u, et [’ a
E* parv. On considere alors chacun des deux espaces vectdfielscomme le dual de 'autre, et I'on a,
pourxz € Eety € I

flz,y) =<z,y >=<y,z>.

Exemple 3.2.5Soit F I'espace vectoriel des vecteurs libres de I'espace ord&drour tout vecteul
dansF, soit f; la forme linéaireV’ — V - V' sure. L'application V' — f;; est un isomorphisme dé
sur E* par lequel on identifie souveit & son dual. On a alors
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3.2.7 Matrice d’'une forme bilinéaire

Définition 3.2.7 SoientE unK-e.v. et{ey, ..., e, } une base dé7, et f € Li(F) une forme bilinéaire sur
E. On appellenatrice de f par rapport a la basge;, . .., e, }, la matriceM = («; ;) de typen x n définie
par

ai; = flei,e;), V1<i,j<n.
Théoréme 3.2.5'application ® : By — K™, f 1 &(f) = (@i j)1<ij<n €St bijective.

Théoréme 3.2.6Soit M = («;;)1<ij<n |a matrice def par rapport & une basde;,...,e,} de E et
M' = (o] ;)1<i,j<n la matrice def par rapport a une basge, . .., ¢, } de E. alors

M' =PT"MP

ou P est la matrice de passage ¢€),<;<, et(e})i1<i<n-

Démonstration.posonsP = (), ;) ; onae; = >, A ex, donc

O‘;j = f(eg, 6;) =f (Z )\Mek, Z )\@J(E@) = Z )\k,i)\é,jf(eka 6@) = Z )\k,i)\é,jak,é
k=1 l=1

k=1 k0=1

Or posonsP” = (u; ;) de sorte ques;; = ;. L'élément deP” M P situé dans la™* ligne et laj"™
colonne est

n

n n
/
E i s <E Oék,e)\e,j> = E AkidejQe = QG ;
=1

k=1 k,e=1

d’ou 'égalité. O

Proposition 3.2.1 Une forme bilinéairef surR™ donnée paif (z, y) = 27 My est symétrique (c’est-a-dire
f(z,y) = f(y,z), Yo,y € R") si et seulement si/ est une matrice symétrique.

Démonstration.On a< y, Mz >= (Mz)Ty = 2" M7y =< MTy,z >, il S’en suit que

M estsymétrique < M =MT
& < My,x >=<y, Mz >=< Mzx,y >, Vzr,yeR",
& flzy) = fly,z), VYa,y eR"
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3.3 Formes multilinéaires

Définition 3.3.1 Soit £ un espace vectoriel sUf. Soitp € N*. On appelle forme-linéaire sur £ une
application deE? dansK

(X1, %2, . .., xp) = f(x1,29,...,2p),

linéaire par rapport a chaque variable.
Quand on ne veut pas preciser I'entjgron dit tout simplement qugest une forme multilinéaire.

Exemple 3.3.1Soit par exemplg une forme trilinéaire suw. On a

n p

m n p
f(z Aili, Z HiYss Z Vzy) = Z Z Z Aitivi f (i, Y5, 1)
i=1 j=1 k=1

i=1 j=1 k=1

quels que soient les vecteurs y, et z, dansE et les scalaires\;, 1, etu.
En particulier, soit(ey, es, . . ., ¢,) une base dév. Alors la forme trilinéairef est parfaitement déterminée
par la connaissance des nombrgg;, e;, ex) = i ; en effet,

q q q q q q
FO- N Y ien S men) = 3503 A
=1 7j=1 k=1 =1 j=1 k=1
Réciproquement quels que soient les scalairas;,, cette formule définit une forme trilinéaire sir. On

sait donc construire toutes les formes trilinéaires &ur

Remarque 3.3.1De fagon analogue, on utiliserale méme procédé pour lesdspriinéaires ; sauf qu’elles
sont plus compliquées é écrire car il est nécessaire d’thiine des indices doubles.



Chapitre 4

Formes quadratiques et Espaces Euclidien

4.1 Formes quadratiques

4.1.1 Définitions et forme polaire

Définition 4.1.1 1. Une forme quadratique stk est une application : R — R de la formeqg(z) =
f(z,z) ou f est une forme bilinéaire symétrique dit.

2. Une forme quadratique sur utre.v. E est une application : £ — R de la formeq(z) = f(z, z)
ou f est une forme bilinéaire symétrique skir

Proposition 4.1.1 une forme quadratique est une applicatigpn R* — R qui peut s’écrire sous la forme
q(r) =< Mxz,z >= 2" Mx avecM est une matrice symétrique.

Remarque 4.1.1Une forme quadratique peut étre donnée sous la forme

n

a(@) => > aiar;.
j=1 i<j
Montrons que I'on peut toujours I'écrire sous la forme
q(z) = 2" Mz

[e%

avecM est une matrice symétrique. En effetz 1,...,n,4 < j posons3;; = =% = B;; et Bi; = ay ;. |l

en résulte que
a(@) = ) ) Bijwiz

i=1 j=1

cara; jx;x; = Bi,jxixj -+ Bj,ixjxi pouri < j
37
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Exemple 4.1.1Considéronsy : R* — R donnée par
Q(Il, T2, Ig) = ZL’% + 21’11’3 — 21’21’3 + 21’% — Ig
On peut donc écrire
Q(Il, Ta, ZE3) = ZL’% + T1X3 + 21’% — 293 + T3Tl1 — X3l — Ig
On poser = (1, z2, z3)T alors
1 0 1 T
q(z) ="Mz = (v, 29,23) [0 2 —1 To
1 -1 =1/ \a3

Ici, la matrice M associée a la forme quadratiqugest donnée par

1 0 1
M=|0 2 -1
1 -1 -1

Proposition 4.1.2 Dans le cas d'urR-espace vectorieE, toute forme quadratiqug est associée a une
unique forme bilinéaire symétriqué En particulier,

f(x,y) = % (a(r+y) —a(z) —a(y)), V(r,y)€ExE.

& La formef est appelée ldorme polaire deq.

4.1.2 Diagonalisation d’'une forme quadratique

Théoréme 4.1.1(Théoreme des axes principaux)

Soitq la forme quadratique suR™ donnée paiy(z) = 7 Mx ou M est une matrice symétrique. Alors il
existe une matrice orthogonalgtelle que, avec le changement de variahjes Q~'z, la forme quadra-
tique devient

aly) = a(Qy) = Z A2

ou{Aq,...,\,} sontles valeurs propres d¥.

Démonstration. Soitq une forme quadratique s&f. D’aprés la remarque précédenggyeut étre donnée
par
q(r) =< Mz,r >= 2" Mz

avec)M est une matrice symétrique.
Or, toute matrice symétrique peut étre orthogonalemegbaialisée, alors Il existe une matrice orthogonale
Q et une matrice diagonale réelletelle que

M = QDQT
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ainsi
q(z) =< QDQ"z,z >=< DQ"z,Q"z >= (Q"x)"D(Q"x) = y" Dy
ouy = (y1,...,yn)t = QTz = Q7 1z (carQ? = Q! puisqueQ est orthogonale). d’oti on obtient
q(z) =y Dy =Y Ny,
=1
ou les)\; sont les valeurs propres de la matrite(qui sont toutes réelles puisque la matrideest symé-

trique). O

Exemple 4.1.2 Considérons la forme quadratique définie g, xo) = 327 + 10z 25 + 323 qui S'écrit
commey(zy,xs) = T Mx olz = (z1,22)" et M est la matrice symétrique

i)

Les valeurs propres dé/ sont\; = 8 et \, = —2 avecv; = (1,1)T etv, = (—1,1)T comme vecteurs
propres associés qui sont, conformément a la théorie, gghaux. On obtient donc les colonnes de la
matrice() en orthonormalisant (ici il suffit de normalisef),, v, }, d’ou

1 1
Q=2 °
V2R
Posonsy = (y1,42)7 = QTz. Ainsi, en terme dg la forme quadratique deviedt(y:, y») = —2y? + 8y3 ce
qui s’obtient en faisant la substitution

11 L 1
() == (2 ) (0) = (0 e
P VRS Y2 Bt Y
dansq(zy, r3) = 32% + 10z 25 + 323.

Théoréme 4.1.2(Théoreme d'’inertie de Sylvester)

Soitq une forme quadratique sWR”. Il existe une basée,, ..., e, } telle que siv = x1e] + ... + z,€),,
alorsona
2 2 2 2
qz) =27 +... .+ 1, -7, — ...~
avec(r < n).

& Le couple(p, r — p) s’appelle lasignature de la forme quadratique.

Démonstration. Soient)\, ..., A\, les valeurs propres de la matrice symétrique définisgaBupposons
quel, ..., A\, sontcelles qui sont 0 et que),.,..., A, sont celles qui sont 0, les autres\, 1, ..., A\,
étant nulles.

D’apres le théoréme précédent, il existe une ddse. . ., £, } telle que sic = y1 By + ... + y, F, ona

q(z) =Y N\l
=1
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Pouri = 1,...,pposons; = A\ E;, pouri = p+ 1,...,r posons, = /—\;E; et posong, = E; pour
i=r+1,...,n. Alors{e],..., e, } estune base orthogonale et:si z¢} + ...+ z,¢/,,0na

T = —E1+ il Eppq +...+ i E,
TRV A VA
d’ou
:i)\iyf:xfjt...—i—wi—xﬁﬂ—...—xf
caryi:f;_isilgigpetyi:\/% O

4.1.3 Dualité, La base duale

Théoréme 4.1.3SoientFE et F' deuxK-espaces vectoriels de dimension finfiayne forme bilinéaire non
dégénérée suk x F. Soit(ey, ..., e,) une base dé.

i) Pouri=1,... n, il existe un élément, de F' et un seul tel que

flei,ei) =1 et f(e,e) =0, pour i#j

ii) (e),...,e),)estune base dE.
Notations : Identifiant F* & £*. On dit que(e, ..., e,,) est la base duale dey, ..., e,) relativement &f.
On note souver(e], . .., e} ) labase dualée], ..., e)).
On dit tout simplement qué:, ..., e,) et(e], ..., e:) sont deux bases duales.

Théoréme 4.1.4SoientFE et F' deuxK-espaces vectoriels de dimension finiajne forme bilinéaire non
dégénérée sub x F. Soit(ey,...,e,) et(ef, ..., e:) des bases duales deéet F'.

? n

i) Siz € E, les coordonnées depar rapport a(e, ..., e,) sont
flze]),...... cfxer).

i) Siy € F, les coordonnées depar rapport a(es, ..., e) sont

Démonstration.Siz = x1e; + ...+ x,e,, ONAf (z,€]) = x; pouri = 1,...,n. Cela prouve), etii) s’en
déduit en échangeant les rolesidet F. O
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4.2 Orthogonalité

Définition 4.2.1 SoientE un K-espace vectoriely un élément de, ' un élément dé’*. On dit quex et
2’ sontorthogonaux si

<z, >=0.

SoientM un sous-ensemble de A’ un sous-ensemble d&*. On dit queM et M’ sontorthogonaux si
tout vecteur dé\/ est orthogonal a tout vecteur de’.

Exemple 4.2.1 1. Prenongdy = K", auquel cagy* s'identifie aK™. Alorsun élément = (Ay, Ao, ..., \,)
deK™ et un élément’ = (A}, X}, ..., /) deK" sont orthogonaux si

i=1

2. SoitF I'espace ordinaire muni d’une origine O. On identifiea son dual grace au produit scalaire.
Alors deux vecteurg etV de £/ sont orthogonaux st - V/ = 0, c’est-a-dire s'ils sont orthogonaus
au sens géomeétrique usuel.

Théoréme 4.2.1SoientM C E, M’ c E* deux parties orthogonales. Alors toute combinaison liréai
des éléments d&/ est orthogonale a toute combinaison linéaire des élémenid’d

Démonstration. Soientz,, ..., z, dansm, 7, ..., x, dansM’ et Ay, ..., A\, A}, ..., A, des scalaires. On
a

n p n p

=1 7j=1 =1 j=1
car< z;, z; >= 0, quels que soient <i < netl < j <p. O

Corollaire 4.2.1 Soit M C E. L'ensembleN des vecteurs dé&* orthogonaux al/ est un sous-espace
vectoriel deE™.

Démonstration. Si 2’ ety’ sont des éléments de* orthogonaux d/ et si\ est un scalaire, alors + /' et
Ax’ sont orthogonaux &/. Ce qui montre quéV est un sous-espace vectoriel ge O

Définition 4.2.2 L'ensembleV s’appelle, par abus de langage, le sous-espace vectoriél*dathogonal
aM;ilsenoteM.

Exemple 4.2.2Si £ est un espace vectoriel alofs" = {0}, et{0}* = E* tout entier.

Théoréme 4.2.2SoientE un espace vectoriel de dimensionF' un sous-espace vectoriel dede dimen-
sionp. Alors F- est de dimension — p.
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Démonstration. Soient{e, ..., e,} une base dé'. Le systemqe;, .. ., ¢,} estlibre dang?, alors d’apreés
le théoréme de la base incomplete, il existe des vectgurs. . . , e, deE telsque{es, ..., ey, €pp1, .- -, €0}
soit une base d&. Soit{e7, ..., e:} la base duale de'.

Pour qu'un vecteur e + ... + uye’ de E* soit orthogonal &, il faut et il suffit qu’il soit orthogonal a
e, ...,e, C'est-a-dire qu'on ait

< el + ...+ ppen,e; >=0, pour j=12 ... p.

Or < 1€} + ...+ ppel,e; >= ;. On voit donc queF* est I'ensemble des combinaisons linéaires de
€ .1,- .-, €. DOoNCF+ admet pour basger .. .., e} O

Théoréme 4.2.3 1. SoientE un espace vectoriel de dimension finieun sous-espace vectoriel de
alors (F4)t = F.

2. SoientE un espace vectoriel de dimension finié,un sous-espace vectoriel d. alors (F'*+)+ =
F'.

Démonstration.

1. Tout vecteur: de I est orthogonal &, alorsz € (F1)4, dou F' C (F+)*.
Posons dini£) = n, dim(F) = p. Alors dim(F+) = n — p, donc di{(F+)t) = n — (n — p) = p,
donc din{(F+)4) = dim(F).
On aF est un s-e.v. déF+)+ de méme dimension qué™-)* alorsF = (F+)*.

2. idem

O

Théoréme 4.2.40n suppose ici qué’ est unR-espace vectoriel de dimension finie, muni d’'une forme
bilinéaire f, éventuellement dégénérée. Les conditions suivanteggoivialentes :

1. FNF+={0g}
2. FoFt=F
3. larestrictionf | de f & F est non dégénérée.

Théoréme 4.2.5SoientE’ un espace vectoriel de dimension finie.

1. Soientfi, ..., f, des formes linéaires sur, I’ le sous-espace vectoriel de‘qu’elles engendrent.
L'ensemble des dansE qui vérifient les équations

est un sous-espace vectoriede I, et alors '+ = F.
2. Soienty, .. ., g, des formes linéaires sur, G I'ensemble des dansE qui vérifient les equations

gl(a:) = O, ce ,gq(x) = (.

Pour queF = G il faut et il suffit que chaque; soit une combinaison linéaire dg, ..., f, et que
chaquef; soit une combinaison linéaire dg, .. ., g,-

3. Sifi,..., f, sont linéairement indépendantes, alors on a(dim=n — p.
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4.3 Transposition

Définition 4.3.1 SoientE et F' des espaces vectoriels skir etu un élément de&C(E, F'). On associe a
u, de maniéere naturelle, une application linéaire & danse*, qu’on notera “«”, et qu’on appellerala
transposéedew. On a‘u € L(F*, E*).

La la transposéede u, notée'w, est une application d&™* dansE*. A tout élément)’ de F'*, associe un
élément dg=*. Or, 3’ ou est une application linéaire dalansk, c’est-a-dire un élément dé* ; cet élément
que nous noterors,(y').

Pour toutr € £/, on a

[u(y))(@) = (¥ o u)(@) =y (u(=)).
Autrement dit/u(y’) est défini par la formule
<tu(y),r >=<y tu(z) >, x€E, y eF*

Théoréme 4.3.1SoientE et F' des espaces vectoriels dkiret, u etv deux éléments dé(E, F'), et \ est

un scalaire deK. alors
1. 'u : F* — E* estlinéaire.

2. Hu+v) =" u+tvet'(Au) = \u
Démonstration. A faire en exercice. O
Théoréme 4.3.2SoientE, F et trois espaces vectoriels sifret,u € L(E, F) etv € L(F, Q).
fvou)="uov
Démonstration. Soitz’ € G* etz € E, alors
<'(wou)(?), x> = <2 vou(r)>

= <2 u(u(z)) >

= <'v(),u(z) >

= <'wov(d),x> VrekFE
alors’(v o u)(z') =" u o' v(z') pour toutz’ € G*, ce qui prouvé(v o u) =" u o' v. O

Théoreme 4.3.3SoientFE et I’ deux espaces vectoriels dir
1. Siu € L(E, F) est bijective, aloréu est bijective, etet € L(F,G).

(u)™ =" (™)
2. SiE et F sont de dimension finie, etsic L(E, F), alors on & (‘u) = w.
3. SiE et F sont de dimension finie, etsic L(E, F'), on a
Ker('v) = (u(E))*, Ker(u) = (fu(F*))*
Corollaire 4.3.1 Le rang deu est égal au randu.
Démonstration. Soientp le rang deu et p’ celui detu. On a
P = dim(F*) —dim(N’)
= dim(F) — dim(N)
= dim(F) — dim((u(E))*)
= dim(u(E))

|
©
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4.4 Espaces Euclidiens

Dans cette sectiort; désigne un espace vectoriel de dimensiaur le corps des réé et

Définition 4.4.1 1. Une forme bilinéaire symétriquesur £ est ditepositive si
Vee E, ¢(x,x) > 0.
2. On désigne pap uneforme bilinéaire symétrique positivesur E :
Vee E, q(z)=p(r,z)>0

3. Une forme bilinéaire symétrique définie positive Suest appelée un produit scalaire.
4. Un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire egtelp unespace euclidien

Exemple 4.4.1Dans le cas olf = R™, R" muni du produit scalaire canonique défini par :
(z,y) — Y x = z1y1 + Toyo + ... + Tnyn

(obux = (z1,...,x,) €ty = (vy1,...,yn)) €stun espace euclidien. En effet, il s’agit d’'une formabaire
symétrique, et”x = x? + ... + 22 est strictement positif pour tout= (z,, ..., z,) non nul.

Un produit scalaire est non dégénéré, puisque défini poBdif ailleurs, comme sa restriction a tout sous-
espace est non dégénérée (puisque définie positive), otla&pies les théorémes précédents, que pour tout
sous-espace deF,onal @ F+ = E.

Définition 4.4.2 Soit £ un espace euclidien (dont le produit scalaire est naté&y) — 27y). Une base
(e1,...,e,) de E est dite orthogonale, sj.e; = 0, pouri # j.
& Elle est dite orthonormeée, si de plase; = 1 pour touti.

Théoréme 4.4.1(inégalité de Schwartz)
Soit £ un espace euclidien, le produit scalaire dety étant notér.y Pour tousz ety de F, on a :

(z.y)? < (z.2)(y.y)

Démonstration. Soit A un réel.(x + \y).(z + Ay) est positif ou nul, puisque c’est un carré scalaire. Cette
expression est en fait le trindbme du second degré en

(z.2) + 2\(7.y) + N (y.y)

Comme elle reste positive pour todit son discriminant doit étre négatif ou nul, ce qui donnegjalité
cherchée.

A=4(xy)? —4r2)(yy) <0 = (v.9)* < (v.2)(y.y)

Théoréme 4.4.2Tout espace euclidiefl de dimension finie posséde une base orthonormée.
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Démonstration. Procédons par récurrence sur la dimengiate £. Si E est de dimensiof, c’est clair (il
y a une seule base, qui est vide, donc orthonorméd). &t de dimensiom, la seule condition a satisfaire

este;.e; = 1. Il suffit de prendre un vecteurnon nul. On a alorg.z > 0, et on pose; =

ZL’.ZL’.

Dans le cas général, sditun hyperplan d€” (c’est-a-dire un sous-espace de dimension1, pour E de
dimensionn). Par hypothese de récurrence, on peut supposefeque, e,,_;) est une base orthonormee
de F'. Soit alorsr un vecteur n’appartenant pagaet posons :

y=x—(e;.x)e; — ... — (€n_1.7)€p_1.

Il est immédiat quey est orthogonal &, car tous les produits scalairgs; sont nuls. Par ailleurg, n’est
pas nul, car s'il I'était, il serait dang, et doncr y serait aussi. On peut donc poser :

Y
n m?
et on voit que(ey, . . ., e,) est une base orthonormée He O

4.5 EXxercices

Exercice 4.5.10n désigne pat;, F,, F' et G des espaces vectoriels sur un méme corps commitatif
par u etv des endomorphismes dg par w une application linéaire dé” dansG et par f une application
bilinéaire deE; x E, dansF'.

1. Montrer que I'applicatiory de E; x E, dansF définie par

(z,y) — f(u(z),v(y))

est bilinéaire.
2. Montrer que I'application composéeo f est bilinéaire.
3. SoitE; = E; = E = K[X] I'espace vectoriel des polyndmes & coefficients daridontrer que les
applicationsy ety de E; x E, dansE définies par
0(PQ) = (PQ)', ou (PQ) estladérivée déQ

p(PQ) =5, ou S(X)=PX -1)QX)

Exercice 4.5.2SoientE et F' deux espaces vectoriels sur un méme corps commidtatifu,, . .., u,, } et
{v1,...,v,} sontdes bases deé et F' respectivement. Sait un espace vectoriel sl de dimensiomnn et
lesmn vecteurs d’'une base dg notése;; sont indexés par les couples d’enti¢isj) tels quel < i < m
etl < j < n.On définit 'applicationy de I'ensemble produi’ x F' dansG par

olx,y) = Z mejeij si x= Z&Uz et y= anvj
i=1 =1

i=1 j=1
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1. Montrer que, si{ un espace vectoriel sur le corfset f une application bilinéaire dé’ x F' dans
H, alors il existe une application linéaire et une seylde G dansH telle que

f=goop.

SoientB(FE, F'; H) I'espace vectoriel des applications bilinéaires dlex F dansH et L(G, H)
'espace des applications linéaires deédans H. *Quelles sont les propriétés de I'applicaticin :
B(E,F;H) = L(G, H), f — g =2(f).

2. Vérifier quep est bilinéaire.
3. Ondésigne pafu,...,u. } et{v],..., v} des bases d& et F.

a) Ecrire I'expression deo(z, y) en fonction des coordonné€s ... &, etn,,...,n, dex ety
p @ 771 nn
dans les basegu}, ..., u,, } et{v],... v, }.

(b) Montrer que les vecteurs,, = ¢(u},, v;,) forment une base d&, puis donner les coordonnées
de ces vecteurs dans la basg en fonction des termes des matrices de passage des bases
{uy, ..., uy}et{v,...,v,} aux basequi,... u, } et{vy,... v}
4. Peut-on définir pour les applications trilinéaires unecdgposition qui généralise celle indiquée en
guestionl. our les applications bilinéaires ?

Exercice 4.5.3So0it() une forme quadratique slR”, on sait que :
(i) il existe des formes linéaires indépendanfetelle que

p
0= Zef,ff(l’) ou g, = =*1
=1

(ii) le nombrep des formeg; est le méme pour toutes les décompositiong diel type précédenp(est
le rang de?).

Etablir que pour deux décompositions de ce type, le nomtsedefficients; égaux a 1 est le méme (et
donc aussi le nombre des coefficientégaux a (-1)).

Exercice 4.5.40n considére la forme quadratiqyedéfinie dan®k* par :
FX) = 2% + 2y — 22 + 262 + 2wy + 2ot + 2yt + 2yz — 22t

ouz,y, z, t désignent les coordonnées dedans la base canonique &&.
1. Déterminer des formes linéaires indépendaidtéslles que :

F(X) =) alt(X)?, avec & =+l

i

2. Indiquer une base dg’ telle que la matrice dg¢ dans cette base soit diagonale.

Exercice 4.5.50n considére la forme quadratiqyedéfinie dansk? par :
f(X) =4x® + 4y* + 2% + 2yz + 222 — 4oy

ol z,y, z désignent les coordonnées dedans la base canonique @&s.
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1. Déterminer le rang de la formg et chercher si cette forme est positive (On pourra pour cetae
f comme combinaison linéaire des carrés de formes linéan@sgendantes).

2. Déterminer la matrice de la forme quadratiqué.

3. Déterminer une base orthonormale #e telle que la matrice de la form¢ dans cette base soit
diagonale ; on donnera la matrice de passdget son inverse®—.

4. Utiliser les résultats dg. pour retrouver les résultats du.

Exercice 4.5.60n déssigne payf une forme quadratiqu&™ et par A = (a;;) sa matrice dans la base

canonique; on écrira :
f(X)=XTAX = (AX, X)

ouX = (&,...,&,) estle vecteuX relativament a la base canonique He.
On suppose que la formeest positive non dégénérée.
1. Montrer qu'il existe des formes linéairéstelles que :

gZ(X):Zaljéﬂ (z=1,2,,n)

Jjzi

2. Montrer qu'’il existe une matrice triangulaire supérieuet une seuld’” = (¢;;) satisfaisant aux
conditions : "les terme9¥);; de la diagonale sont positifd = 777"

3. Peut-on énoncer un résultat analogue a celui2dsi la A est la matrice d’une forme quadratique
hermitienne suf2™ positive et non dégenérée ?

Exercice 4.5.7 1. On désigne paf une matrice carrée symétrique a termes réels d’ordet par L
une matrice colonne a termes réels ; on suppose que la matritest inversible.
On définit une applicatiorf de R* dansR en posant pour toute matrice colonieayantn termes

réels :
f(X)=X"SX +2L7X +6.

(&) Montrer qu’il existe une matrice colonne uniqUetelle que le changement de variabl&: =
U + Y transformef (X ) en la somme d’une forme quadratique¥ret d'une constante.

(b) En déduire gu'il existe une matrice orthogondtdelle que si :
X=U+PZ

etsi&y, ..., &, sontlestermes dg :

FX) =) p& +e.
=1
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(c) En considérant la forme quadratiquedéfinie surR™™! par :
F(X,0) = XTSX +2L" X0 + §6°
(X est la matrice des premiéres coordonnées @ta (n + 1)-ieme coordonnée d’un élément

deR"*!), montrer que :
S L
det <LT 5)

det(S)

E =
2. On considére I'applicatior deR?* dansR définie par :
o(X) =3(2® +y* + 2%) — 2(wy + yz = zx) — 4o — 4y + 42,

oux,y, z désignent les termes de la matrices colotihe
On sait qu'il existe une matrice coloniié et une matrice orthogonal® telles que s&;, &, 3 sont
les termes de la matrice colonde= P~!(X — U)

3
Pp(X) =) pi&l +e.
=1
Déterminer les nombres, ps, p3 €te; puis retruver la valeur de en déterminant la matric&'.

Exercice 4.5.80n considere I'espace vectoriél sur C des matrices colonnes a termes complexes et on

pose B
1X|? = XTX.

On désigne parl une matrice carrée d’ordre a termes complexes hermitienne, c’est-a-dire telle que
AT =A

(on noteX et A les matrices obtenues en remplacant chaque term® da deA par le nombre conjugué).

1. Montrer que si est la matrice unité et et 5 des nombres réels, alors :
I(A = (@ +iB) D) X" = [I(A — aD)X||* + 52| X|*

2. Retrouver ainsi que les valeurs propresAisont réelles.

Exercice 4.5.9 1. On considére un espace euclidieret un sous-espace vectori€lde £/, ces espaces
étant de dimension finie ou non.
(@) On donne un vecteur de E. En étudiant la distance de au vecteurry + Ay, montrer que la
condition nécessaire et suffisante pour gyesoit de tous les vecteurs deun de ceux dont la
distance ar est minimum est que — x, soit orthogonal & tous les vecteurs fle

(b) Montrer gu’il ne peut exister deux vecteurs@elont la distance & soit minimum.

(c) Montrer que siF’ est de dimension finie, alors il existe effectivement urevea de F dont la
distance ar est minimum.
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2. (a) Montrer que dans I'espace vectoriel dardes fonctions continues de, 27| dansR, on peut
définir un produit scalaire en posant :

2

(fr9)= [ [f(t)g(t)dt.

0

Quelle est la norme associée a ce produit scalaire ? nougdésins parE I'espace euclidien
(de dimension infinie) ainsi obtenu.

(b) Montrer que dang?, les fonctiond, cos(kt) etsin(ht) (k et h étant des entiers naturels arbi-
traires) sont deux a deux orthogonales.

(c) On prend pourE’ I'espace vectoriel des polyndmes trigonométriques d®rdi(c’est-a-dire
combinaisons linéaires de cos(kt) etsin(ht), aveck > n eth > n). Déterminer le polynéme

(@ dont la distance a une fonctiohdonnée est minimum.

Exercice 4.5.10 1. SoitFE I'espace vectoriel réel dont les éléments sont les fonstiéelles définies

surR et indéfiniment dérivables.
(a) Montrer que les applicationg — f(0), f — f"(1) et f — fol f(t)dt de E dansR sont des
formes linéaires sufk.
(b) Montrer que les applicationg — f(0) + 1 et f — (f’(2))? ne sont pas des formes linéaires.

2. Montrer que les application$ : (z,y,2) — x + 2y + 3z etg : (x,y,2) — x — 2y + 3z sont des
formes linéaires suR?, et qu’elles sont linéairement indépendantes.

3. Montrer que I'applicatiory : R¥*xR?* — R, ((x, vy, 2), (2, v/, 2')) — z2'+y2’ estune forme bilinéaire

dégénérée. Trouver les noyaux des deux homomorphismeséassanoniquement A

1. Soient(e;, es, e3) une base d’'un espace vectoriel réel (ef, e3, e%) la base duale
9 ) 1»%25%3

* 1 _x

Exercice 4.5.11
de E*. Montrer que(2ey, 5es, —e3) est une base dB, et que la base duale e§e;, 1¢3, —e3).

2. SoietE I'espace vectoriel des polynédmesea coefficients réels. Pour tout polyndriRe soit f» la
fonction surE qui associe, a tout polynontg, le nombrefo1 P(z)Q(x)dx.
(a) Montrer quefp est une forme linéaire sur
(b) Trouver les polyn6meB de degré 2 tels quér soit orthogonal aux polyndmes 1:et
3. On munitk? de la forme bilinéaire canonique, c’est-a-dire le produitkaire. Trouver les éléments
deR? orthogonaux & = (2, —1, —1) etav = (1,3, —4).
4. SoitE un espace vectoriel; un automorphisme d&. Montrer que, pour tout € Z, on a*(u™)

(fu)™.

Exercice 4.5.120n considere I'applicatiorf : R* xR? — R, ((z,y), (z/,y)) > 2zz’ —4xy’ + 52"y +byy'.
1. Montrer quef est une forme bilinéaire.

2. Déterminem pour quef soit dégénérée.
3. Trouver les noyaux des deux homomorphismes associésigaament g .
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Chapitre 5

Produit mixte et produit vectoriel dans un
espace ordinaire orienté

5.1 Groupe de permutations

soitn € N* et&, = {1,2,...,n}.

5.1.1 Définitions et notations

Définition 5.1.1 Le groupe des permutaions dg, notésS,,, est le groupeS(&,,) des bijections d€,, dans
lui méme muni de la composition des applications.
Un élément d&,, est appelpermutation.

Notations:

1. une permutation € S, est notée généralement

2. La composée; o o, de deux éléments d&, est notéer,o,.

Définition 5.1.2 Soitn > 2, une transposition est une permutation qui échange deumetlts def,, entre
eux et laisse les autres fixes.

T €S, estunetransposition < 3(i,j) € &, telsque (i#j) 7(i)=jetr(j) =1
etT(p) =D vp S 571 - {Z>j}

On note toutdransposition par = 7; ;.

Remarque 5.1.1 1. Sit est une transposition §|10”SO T=12=1idainsionar!=r.
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2. Sin > 2, (S, 0) n'est pas un groupe commutatif :
T1,2 9] 7'173(3) = 7'172(1) =2 et 71,3 9] 7'172(3) = 7'173(3) =1

donCTl,Q O T3 7é T1,3 © T1,2-

Théoréme 5.1.1Soitn > 2, toute permutation peut-étre décomposée en un produitgeposition. c’est-
a-dire S, est engendré par la transposition.

DémonstrationPar récurrence sur.
e Pourn = 2, alorsS, = {id, 112}
e Supposons que la propriété est vraie jusqu’a l'ordre 1 et soitc € S,, alors il y a deux cas qui se
produisent :
o 1" caso(n) =neto|q 23, .—13= 0 €stune bijection d€,_, dans lui-méme.
donco’ € S, 1, I'nypothese de récurrence affirme qu'il existg; 7;,. . .,7, des transpositions de
S, telles que

/A S /
o=TTy.. . T,

En prolongeant chaque a&,, parr;(n) = n et
Vie{l,2,....n—1}: 7)) =7.())
on trouve que chaque est une permutation d§, eto = 77 ... 7,.
o 2°M€cas o(n) = ¢ < n, soitt,, la transposition qui échangeetn, alors
Tnq0(n) = Tpq(q) = n.
D’apres le premier cas, on sait qu'il existg ,. . .,7, des transpositions telles que
Tng0 = T1T2...Tp

dolo =7, TiT2...Tp CAITy g = T,
e D’apreés la propriété de récurrence on a le résultat qu'unagiation est le produit de compositions.
O

5.1.2 Signature d’une permutation

Définition 5.1.3 A toute permutatiom € S, on associe un nombre, notér ), appelé lasignature de o
défini comme suit :

1. £(id) =1,

2. sic = nmy ... 7, estune décomposition deen produit de transpositions, alotgo) = (—1)*.

Remarque 5.1.2 1. Pour tout transpositiom, on ac(7) = —1
2. La signature der € S,,, ne dépond pas de la décompositioneden produit de transpositions, en
effet,
Sic =7nTy...T, = T{Ty...T, 0UT; €t7; sont des transpositions, alors

(rirt_y ... (mma...1p) = id

dolie(id) = 1 = (—1)P*s,
d'oll (—1)P = (—1)2P+s = (—1)*.
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3. Une permutation de signature 1 est appelée pgrenutation paire, et une permutation de signature
(—1) est appelée unpermutation impaire.

. 1 23 4
Exemple5.1.1SO|to—:(4 1 9 1)
onan. (1234 (123 4\ (1234
2719 13 4)737\3 21 4)5™47\ 4 2 3 1

0 = T1,271,37T1,4

D’oll o est une permutation impaire puisqeer) = (—1)° = —1

Proposition 5.1.1 Pour touso eto’ danss,,, on a

e(coo’)=¢e(0).e(d’).

Démonstration.Soito = 775 ... 7, eto’ = {75 ... 7, alors

e(o) =(=1)" et e(o)

|

|
—_
~—
V)

Donc

D’ou
g(cod’)=(=1)P" et eg(ocood’)=(-1)"(-1)°=¢e(0).e(d’).
0J
Remarque 5.1.3Soitn > 2 et soite : (S,,,0) = ({—1,1},-), 0 — &(0o) alorse est un homomorphisme de
groupes surjectif cat = e(id) et (—1) = e(m2).

ker(e) est un sous-groupe distingué dg, noté.A,,, appelé le sous-groupe des permutations paires (car
o € ker(e) = A, & ¢(0) = 1 & oest une permutation paire)

5.2 Orientation des espaces vectoriels réels

Soit £ un espace vectoriel réel de dimension- 0. Soient3 et 5’ deux bases d&. On a
detB(B’) 7é O,

donc deg(B’) > 0 ou bien deg(B’) < 0.
Définition 5.2.1 On dit B et B’ sont de mémesenssi de(B’) > 0, et desens contrairessi deg(B') < 0

Soit B 'ensemble des bases d& On définit surB une relatioriR par :

R: B et B sontde méme sens

Théoreme 5.2.1 1. LarelationR est une relation d’équivalence daBs
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2. lly a deux classes d’équivalence suivaht

Démonstration.
1. (a) SiB € B,onadeg(B) = 1, donc la relation est réflexive.
(b) Ona

detz (B).detz(B') =1,
alors deg (B) et deg(B’) sont de méme signe, donc la relation est symétrique.

(c) siB,B',B" € B,ona
detz(B") = detz (B").detz(B')
donc la relation est transitive.
2. SoitB = (eq,...,e,) une base d&. Posond3; = (e1,es,...,€, 1, —€p).

Onadet(B;) = —detz(B) = —1.

Par suite, sB’ est un élément quelconqueBealors det(B’') = —dets, (B') =; doncB’ est de méme
sens queés ou de méme sens qus. Ceci pouve le résultat.

O

Théoreme 5.2.2Soit B = (e, es,...,¢,) Une base d&’, et soitec une permutation d€,,. Les bases
B' = (es(1), €x(2), - - - s €o(n)) SONt de MEmes senspsest une permutation paire, de sens contraires est
une permutation impaire.

Démonstration.On a
detz(B') = e(o)detz(B) = (o)

avece(o) = 1 sio est paire et(o) = —1 sio estimpaire. D'ou le résultat. O

Définition 5.2.2 On dit queF estorienté si I'on a choisi I'une des deux classes d’équivalences dans
Les bases appartenant a cette classe sont alors ditssme positif les bases appartenant a I'autre classe
sont dites desens négatif

Dans l'espace ordinaire, les physiciens choisissent géearent les bases définies paobservateur
d’Ampére.

Dans I'espacer”, on choisit généralement les bases de méme sens que la veseqee.

Théoreme 5.2.3Soitu un automorphisme dg.
1. Sidetu) > 0 alorsu transforme toute base en une base de méme sens.
2. Sidetu) < 0 alorsu transforme toute base en une base de sens contraire.

Démonstration.On a
detz(u(B)) = detu)detz(B) = det(u)

D’ou le résultat. U

Définition 5.2.3 On dit queu conserve I'orientationdans le premier cas du théoreme précédmmyerse
I'orientation dans le deuxieme cas.

Les automorphismes dé conservant I'orientation forment un sous-groupe deg( 6L Le sous-groupe est
noté GL, (E£) lorsque l'orientation est positive et il est noté GLE) lorsque I'orientation est négative.
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Exemple 5.2.1 1. Supposons qu#& est un espace vectoriel de dimension 1, alarest une droite
vectorielle. Une base dE se compose d’un seul vecteur non nul, not8oient3 = {e} etB8’ = {¢'}
deux bases d&, alors on a¢’ = Ae avec) est un nombre réel non nul. alors on a

detz(B') = Adegs(B) = A

donc
(@) B ={e} et = {¢'} sont de mémes sens’si> 0,
(b) B = {e} et = {¢'} sont de sens contraire 3i< 0

Une classe d’équivalence dafis= {¢} se compose de tous les vecteurs déduitsuhr une homo-
thétie de rapport> 0, l'autre classe d’équivalence se compose de tous les vsaiéduits de: par
une homothétie de rappott 0. Le choix d’'une de ces deux classes correspond bien a l'intioin
classique de 'orientation d’une droite

2. Supposons quE est de dimension 2, alorE est un plan vectoriel. Soielf = {ej,e;} et B’ =
{e1, €, } deux bases d& dont le premier vecteur soit le méme.(§jn) sont les coordonnées dé
par rapport a3, on a

dets(B') = det ((1] 757) =7

Donc, pour queB et B’ soient de méme sens, il faut et il suffit gue- 0, c’est-a-dire ques;, et e,
soientd’'un méme cotéde la droite de vecteur directeus.

5.3 Produit mixte dans I'espace ordinaire orienté
Définition 5.3.1 On appelleespace vectoriel ordinairetout espace vectoridl surR de dimension 3.

Soit £ un espace vectoriel ordinaire orienté. SoiBnt (e, 5, €3) une base orthonormale dede sens
positif (il en existe si la base orthonormailg, e-, e3) est un sens négatif, il suffit de remplaeepar —e;).

Proposition 5.3.1 SoientV/, V'’ et V" trois vecteurs dé”. Le nombre
dets(V, V', V")
est indépendant du choix de la base orthonorntle (e, es, e3).
DémonstrationSoit B’ = (e, e}, €5) une autre base orthonormale de sens positif. Montrons que
detz(V, V', V") = detz (V, V', V").
Or B et B’ sont de la méme classe d’équivalence alorg@#} = 1. Donc
detz(V, V', V") = detz(B")detz (V, V', V")

D'ou
detz(V, V', V") = detz (V, V', V").
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Définition 5.3.2 Le nombre def(V, V', V") s’appelle leproduit mixte deV, V' etV".
Le produit mixte deV, V' etV” est noté pafV, V', V).

Remarque 5.3.11l faut prendre garde de cette notation, elle désigne parfaisuite des trois vecteuts,
V'etV”,

Propriété 5.3.1 SoientV/, V' et V" trois vecteurs de&/
1. Le produit mixtgV, V', V") dépend linéairement de chacun des vectéurs” et V",
2. Ona(V, V', v"y = (V" V" V)= (V" V,V) = -V V,V") =V, V" V)=—-V" V' V).
3. Ona(V, V', V") # 0 si et seulement si les vecteirs V' et V" sont linéairement indépendants.
4. On a(V,V',V") > 0 si la base{V, V', V"} est de sens positif, €1/, V' V") < 0 si la base
{V, V', V"} est de sens négatif.
5. Soient(¢,n, C), (¢',7,{") et (¢”,1",¢") les coordonnées d¥, V' et V” par rapport a une base
orthonormale de sens positif, alors
é’ 5/ 5//
V.V, V") =det{n o 7"
C CI C//

5.3.1 Produit vectoriel dans I'espace ordinaire orienté

Soit E I'espace vectoriel ordinaire orienté. Fixoriset V' de E.
Lapplication® : £ — R, W — (V, V', W) est une forme linéaire, alors il existe un et un seul vecteur
U deFE tel que
W)=V, VI, W)=U-W, VW € FE.

Le vecteurU dépend dé/ et V'

Définition 5.3.3 On appelle leproduit vectoriel deV etV’, noté parV A V', le vecteurU tel que
(V,V!.W)y=U-W, VYW e€E.
Ainsi, pour tous/, V' etV dansF on a

V, V', V" = (VAV) - V"

Théoreme 5.3.1SoitV etV’ dansE. Pour queV et V' soient linéairement dépendants (ou colinéaires), il
faut et il suffit que/” A V' = 0.

Démonstration. Si v et V' sont linéairement dépendants, alors dival’”’, V") = 0 quel que soit’” dans
E,

donc(V A V') - V" = 0 quel que soil/” dansE,

douV AV =0.

Si V etV’ sont linéairement indépendants, alors il exigtetel queV, V' et V" soient linéairement indé-
pendants, donc tel qué&’, V', V") £ 0, d'oaV AV’ # 0. O
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Corollaire 5.3.1 OnaV AV = 0 quel que soit” danskFE.

Propriété 5.3.2 SoientV/, V' et W trois vecteurs de€v. Alors on a les propriétés suivantes :

w0 Dh e

Le vecteut” A V' dépend linéairement dé et V.
VAV ==V'AV.
V A V' est orthogonale & etV”.

SiV et V' sont linéairement indépendants, alors le systdivigl”’, V' A V'} est une base de sens
positif.

Démonstration SoientV, V' et W trois vecteurs dé,

1.

En effet,

(AVL+pVo, VW) = AV, VI W) 4 (Vo VI, W)
= XViAV) - WH+u(Voa AV - W
= PVAV)+p(VanVI- W

or par la définition du produit vectoriel, on(aV; + Vs, V!, W) = (AVi + uVa) A V') - W, alors
AL+ uVo) AV = XVIAV) + pu(Va AV

donc on voit bien qu& A V' dépend linéairement dé'.
Ona0 = (V+V)A(V+V'),alors

0 = (V+VHIA(V+V)
= VAV)+VAVY+ V' AV)+ (V' AV
= (VAV)+(V'AV)
douV AV =-V'AV.
Ona(V,V',V)=0et(V,V' V') =0 alors

0=V, V,V)=(VAV)-V et 0=(V,V V)=(VAV)-V

doncV A V' est orthogonale & et V.

Ona
(V,V VAV =V AV (VAV)=|VAV*>0

d’ou le résultat.
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5.3.2 Application bilinéaire alternée

Définition 5.3.4 SoientFE; et B, deux espaces vectoriels. Une application
f By x By — By

est dite bilinéaire alternée si elle vérifie les axiomes ants :
(A2) Pour tous scalaires réels et ., et pour tous éléments y etz de £y, on a

flz, Ny +pz) = A (z,y) + pf(x, 2).

Les axiomeg A,) et (A,) entrainent évidemment : pour tous scalaires réelu, et pour tous éléments
yetzdekL; :

fOr + py, 2) = Mf(2,2) + pf(y, 2).
D’aprées(A,), siz € E, estfixé, 'application: : £y — Ey, y — u(y) = f(x,y) estlinéaire. En particulier,

f(x>OE'1) = OEQ'
De méme, sy € E; est fixé, I'applicatiorv : £y — Es, y — v(z) = f(x,y) est linéaire. En particulier,

f(OE17y) = OEQ'
D'aprés(4,), on af(z,z) = Og, pour toutr € Ey, carf(z,z) = —f(z,z), dou2f(x,x) = 0, et donc

f(:L’,$) - OEQ‘

Dans le théoréme suivant, nous nous intéresserons au das-6U, = E aveckE est un espace vectoriel
de dimension 3.

Théoréme 5.3.2Soit E un espace vectoriel ordinaire orienté Bt= (e1, e, e3) une base dé. Pour tous
vecteursvy, vy etvs de E, il existe une unique application bilinéaire alternge £ x £ — FE telle que
flez,e3) =v1,  fles,er) =va et f(er, ex) = vs.

DémonstrationLa démonstration se fait en deux étapes :
a Unicité. Si f existe, SOitX = x1e; + xoe5 + 2363 € E €Y = 1161 + Y262 + y3e3 € E avec lese; et
y; sont des réels.
Alors :

3
FXY) = ) flaieiyier + yaea + yses)

i—1
= iy fer,er) +x1yaf(er, e2) + 21ysf(er, e3)
+xoy1 f (€2, e1) + xaya f (€2, €2) + x2ys f (€2, 3)
+x3y1 f(es, e1) + x3yaf(es, e2) + x3ysf(es, e3)
Mais f(e;, e;) = O pour touti, et sii # j, on a
fleiej) = —f(ej, e).
D'ou:
F(X)Y) = (z1y2 — @oy1) f(er, €2) + (xsyr — x1ys3) fes, e1) + (ways — x3y2) f (€2, €3)
= (z1y2 — T2y1)vs + (T3y1 — T1Y3)v2 + (T2ys — T3y2) vy

f(X,Y) = (w2ys — w3y2)v1 + (23y1 — T1Y3)v2 + (T1Y2 — T2y1)vs. (0.1)
Si doncf existe, elle est déterminée de maniére unique par Eq.(0.1).
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b Existence Désignons paf : £ x E — E I'application qui, a tout coupléX,Y) € E x F, associe
le vecteur écrit au second membre Eq.(0.1) {lest lesy; étant les coordonnées respectiveskdet
Y dans la bas8).
Il suffit de vérifier quef est bien bilinéaire et alternée.
L'axime (A;) se vérifie aussitot. L'axiomgA,) se vérifie par un calcul facile (que nous laissons au
lecteur le soin de traiter a titre d’exercice).

O

Proposition 5.3.2 SoientE un espace vectoriel ordinaire orientéBt= (e;, 2, €3) une base orthonormée
directe deFE. Alors le produit vectoriel est I'unique application biéaire alternée dé” x £ dansFE, notée
Ag, défine par

Ag(el, 62) = e3, AB(GQ, 63) =e1 et Ag(eg, 61) = €2

5.3.3 Coordonnées du produit vectoriel par rapport a une bas orthonormale de
sens positif

Proposition 5.3.3 Soit (e1, 5, €3) une base orthonormale d’'un espace vectoriel ordinaire des g®sitif.
Soit (&, 7, () les coordonnées d¥ et (¢, 7/, (') celles deV’. Alors, les coordonnéegy, 3, ) du vecteur
V A V' sont données par

a=n¢—Cn, n=¢ - et (=& —nd.
En particulier, on a

epNeg=e3, eyNeg=e €t e3Ne =es.

Démonstration. Soit (e, e, e3) une base orthonormale d’un espace vectoriel ordinairertesesitif. Soit
(&,1,C) les coordonnées dé, (¢', 1/, (") celles d&V’ et («, 3, ) les coordonnées dé A V'. Quel que soit
le vecteur’” de coordonnéeg”, ", ("), on a

015” + BTIII +'7CN — (V /\ Vl) . Vl/
(‘/7 V/, V//)

5 5/ 5//

= det|{n o 7'
C CI C//

= (¢ = )€+ (C€" =& + (&' —ng)¢”

Cette égalité étant valable quels que so&nt)” et(”, on voit que
a=n"—¢n, n=¢c =& et (=& —ns.
O

Théoréme 5.3.3Soit (1, 2, €3) une base orthonormale d’'un espace vectoriel ordinaire thes g®sitif, et
V etV’ deux vecteurs non nuls d& On suppose que I'angl@’, V') = 6 € [0, 71]. Alors

VAV = VIV [ sin(6)

est l'aire du paralléelogramme formé par les vecteliret V.
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Démonstration. Soit (e1, 3, 3) une base orthonormale d’'un espace vectoriel ordinaire e [gesitif, et
V etV’ deux vecteurs non nuls de On suppose que I'anglé’, V') = 0 € [0, 7]

T 1%

!

Décomposon$” en la somme d’un vecteuf colinéaire &/ et d'un vecteufl’ orthogonal & : V' =
S+V.0Ona

VAV = VASH+T)
= VAS+VAT
= VAT carV etS sontcolinéaires

Notons||WW || la norme (longueur) d’'un vecteur quelcondiie Alors
VAT = [V
Or ||T|| = [IV'|| sin(6), alors|[V[|T[| = [[V][.[[V"|| sin().

Donc||[V A V|| = |[V|I||IV'|| sin(f) (carV A V' =V A T) qui est I'aire du parallélogramme formé par
etV’. O

5.4 Exercices

Exercice 5.4.1SoientB = (ey,ea,...,¢,) €tB = (e}, ¢€,,...,¢l) deux bases d’'un espace vectoriel

’rn

Montrer que de(B’) et det (B) sont inverses 'un de I'autre.

Exercice 5.4.2DansR?, on considére les vecteurs
r=(1,1,1), y=(2,3,4) et z= (4,9 16)

relativement a la base canoniquide R3.
1. Calculer deg(x,y, z). En déduire que le systénfe, y, 2} est une autre base d&.
2. Calculer les coordonnées des vecteursy, y A z etz A x.
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3. Calculer la norme de chacun des vecteurs, z, z Ay, y A z etz A z, puis en déduire les angleg,
yz etzr.

Exercice 5.4.3Soit E' I'espace vectoriel des vecteurs libres de I'espace ordmauppose orienté. Soient
U,V,R,SetY des vecteurs d&.

1. Montrer quelV = (UAV)AR = (U-R)V — (V- R)U.
2. EndéduirdU AV) A (R A S).

Exercice 5.4.4SoientFE; et £, deux espaces vectoriels ordinaires orienté8 et (ej, 5, e3) une base de
E4. Soit(vy, v9, v3) Un systéme de trois vecteurs He A tous vecteurX = xie; + zqes + 3¢5 € Fy et
Y = y1e1 + y2e0 + y3e3 € E1 0N associe le vecteur

F(X,Y) = (zoys — 3y2)v1 + (X351 — T1Y3)v2 + (T1y2 — T2y1)vs € Es.

Démontrer quef : F; x e; — E5 est une application bilinéaire alternée.

Exercice 5.4.5Soit P un plan vectoriel.
1. Ondonne une baggde P. A tout couple X, Y') de vecteurs d&, on associe le réel

F(X,Y) = dels(X,Y).

Démontrer que I'applicatiorf : P x P — R est bilinéaire alternée.

2. Soitg : P x P — R, une application bilinéaire alternée.
Démontrer que, pour toute ba#kde P, il existe un unique scalairgg tel que :

(VX € P) (VY €P) g(X,Y) = \sdels(X,Y).

3. En déduire que toutes les applications bilinéaires alées de” x P dansR sont proportionnelles.

Exercice 5.4.6 SoientX etY deux vecteurs d’'un espace vectorelDémontrer que :

(XY +[IXAY|? = [1X]7 + V)™

Exercice 5.4.7 SoientE un espace vectoriel orienté. On désigne par\ Y le produit vectoriel de deux
vecteursX etY deF.

On noteX N'Y le produit vectoriel deX etY dans I'espace” lorsqu’on le munit de I'orientation opposée
a la précédente.

Démontrer quévX € E) (VY € E)onaX NY = -XAY

Exercice 5.4.8SoientP un plan vectoriel eff : P x P — R, une application bilinéaire alternée. Montrer
gue I'image def est une droite vectorielle de.

Exercice 5.4.9SoientA et B deux vecteurs non nuls d’'un espace vectafiel
1. Donner une condition nécessaire stiet B pour qu’il existeX € F tel queX A A = B.
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2. On suppose qué - B = 0. Déterminer 'ensembl®des vecteur € E tels que

XNA=DB.

Exercice 5.4.10Soit £ un espace vectoriel ordinaire. On donne un repére orthomaith i, j, k). Soient
A et B deux points dé” de coordonnées respectivies2, 1,0) et(2, —1,1).

1. (a) Soitle pointV/ de coordonnéegr, y, z). Déterminer les coordonnées du vectéA A (’ﬁ) A
OM en fonction dex, y et 2.

(b) Déterminer less équations de I'ensemble des pdihtgrifiant
(OANOB)AOM = k

2. SoitC et D deux points d&v de coordonnées respectivess 3,0) et (—1, —10,—1). On affecte le
point A de coefficient 2, le poinB du coefficients 1, le poinf’ du coefficient 3 et le poinD du
coefficient 1.

(a) Déterminer le barycentre des quatre poirtsB, C' et D affectés de leurs coefficients respectifs.
(b) Soit! le milieu du segmen3 D] et J le point vérifiant
9JA +3JC = 0p
Montrer que les point®, I et.J sont alignés.
3. Déterminer I’angle((’)_fl%).

Exercice 5.4.11 1. U et W désigant deux vecteurs quelconques de I'espace vectoétlien £ de
dimension 3, on demande de vérifier la relation

(UAWYAW = (U -W).W — |W|*.U (0.2)

On pourra pour cela supposer qu'une base orthonormée direcy, k) de E est choisie de fagon
que, dans cette bask, ait pour coordonnéeg, 0,0) etV (b, ¢, 0).
2. On suppose quE etV sont deux vecteurs donnés et orthogonauX'daveclV # 0.

(a) Démontrer en utilisant la relation Eq.(0.2) qu’il exéstin seul vecteut/, orthogonal alV’ tel
que
U AW =V.

(b) En déduire que I'ensemble des vectdurtels quelU A W =V, est défini par
U=U,+ W,

avec) est un réel.



Chapitre 6

Torseurs

6.1 Espace affine

6.1.1 Définitions et notations

Définition 6.1.1 Soite un espace vectoriel & un ensemble non vide. On dit qu’on a défini guune
structure despace affinaattaché a&' si on a déterminé une application dex E dans&, notée en général

(u,P) — P¥u, pour uc E et PcE,
vérifiant les axiomes suivaants :
(A1) @ (V(u,v) € E?) (YPe&)ona
PH+(u+wv) = (Pfu)tv et P¥0p =P,
(Ay) : (V(P,Q) € £?) (Ju € F) tel queQ = PFu,
(A3) :le vecteur nul est le seul vecteuweérifiant :

(VP € £)P = P¥u.

Un ensemble€ muni d’'une structure d’espace affine attach& &st appeléespace affing(sur £). Tres
souvent, on fera un abus de notation en désignant cet edffiaegoar la méme lettré. Les éléments dé
sont appelés points. L'espace vectorieest appelé un espace directeur de I'espace affiri@n le notera
parfois £ .

Si E' est un espace vectoriel de dimensigron dit que& est un espace affine de dimensioifon note :
n = dim(&)). On appelle droite (resp. plan) affineééout espace affindmdernsion 1 (resp. 2).
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6.1.2 Exemples d’espaces affines
1. On suppose quE est I'espace vectoriel nul et que I'ensemélest réduit a un élément: £ = {A}.
On définit une applicatiop : E x £ — &, (u, P) — P¥u, parA+0g = A.

Il est immédiat quep vérifie les axiomes$A, ), (Ay) et(As).
L'espace affine ainsi défini est de dimension zéro.

2. SoitE un espace vectoriel. On définit une application®le £ dansF, (u, x) — zFu, en posant :
t¥u=x+u, si (u,z)€ExE.
Le signe+ désigne ici 'addition dans I'espace vectoriel
On vérifie aisément qu’on munit aingi d’une structure d’espace affine sur I'espace vectdrigbn

appelleraespace affineF 'ensembleF mini de cette structure d’espace affine. On dit encore qu’on
a muni I'espace vectoriél de sastructure naturelle d’espace affine

3. PrenongZ = R3, € = {(\1, Ao, A3, \y) € RY/\; = 1}. On définit l'applicationy : E x & — &£ par:
@((u1, ug, uz, ug), (1,1, 02, 23)) = (1, 21 + wr, 02 + ug, T3 + u3).

On vérifiera facilement qu’on munét d’'une structure d’espace affine Rit.

6.1.3 Propriétés des vecteurs d’'un espace affine

Théoreme 6.1.1Soit€ un espace affine sur I'espace vectorigl A un point de€ etw un vecteur dev tel
que :

AFu = A.

Alorsu est le vecteur nul.

Corollaire 6.1.1 Soit€ un espace affine sur un espace vectoFiadt (P, Q) un élément d&€2. Il existe un
vecteur unique: de E tel que

Q = P¥u.

6.1.4 Bijection entre un espace affine et son espace directeu

Théoreme 6.1.2S0it€ un espace affine d’espace directeurPour toutO € &, I'application
po:E—E&, v—0O+v

est une bijection.
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6.1.5 Repére cartésien

La notion de repére cartésien permet de ramener la résoldtim probléme sur les espaces affines
(sous-espaces affines d’'un espace affine) de dimension deui® a la résolution d’'un probleme algé-
brique. Nous considérons, d’abord, un espace affide dimension 3.

Définition 6.1.2 On appelle repere cartésien de I'espace affhsut quadruplet O;, j, k), ou O est un
point de€ et (i, j, k) est une base d&.
Les vecteurs, j, k s'appellentvecteurs de baselu repére et le poinD est appeldrigine du repere.

Le théoreme suivant est essentiel pour 'emploi de la nat®repere cartésien :

Théoréme 6.1.3Soit (O; i, j, k) un repére cartésien dé. L'application f : R* — £ qui a tout triplet
(x,y, z) de réels associe le point
M =O+(z.i+y.j+z.k)

est une bijection.

~ —_—
M=0+(zi+yj+zk)eOM=zi+y.j+zk

6.2 Applications Antisymétriques

1. Définition 6.2.1 Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 3 (isomorpHe*fet £ I'espace affine
associé ar. Soit £ l'application de £ — FE, u — L(u). On dit queL est antisysmétrique si et
seulement iz, L(y)) = —(y, L(x)).

2. Conséquence Toute application antisymétrique est linéare. En effat, spet z, deux éléments de
I et )\, et )\, deux réels.

(y, L1 + o)) = —(Mzg + Aamwa, L(y))
= —(iz1, L(y) — (Mox2, L(Y))
= —Ai(x1, L(y)) — Aa(xe, L(y))

(
L(y L(y
= >\1(y7 ( 1)) + >‘2(y7 ( 2))
- (y7 A ‘C(‘T1>> (y7 AQ‘C(‘TQ))
(5, ML(x1) + A2 L(2))
et ceci est vrai pour tout € E. D'ou
E()\ll’l + )\21’2) = )\1£(I’1) + )\QE(I'Q)

3. Expression analytiqgue dans une base orthonormée directeSoit L la matrice associée & dans
une base orthonormée directe, notée, k).

Q11 Q12 0713
L= |ay axpn ay
Q31 (rzp (33
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L'application £ est antisymétrique alorg, £(i)) = —(i, L(i)) ce qui implique qué:, L(i)) = 0 =
11.
De la méme fagon, on@s = (j, £(j)) = 0 etass = (k, L(k)) = 0 ceci d'une part,
et d’autre part
(4, L(7)) = = (4, L(i)) & a1a = —an

(4, L(k)) = —(k, L(i)) < a13 = —az
(J, L(k)) = —(k, L(j)) & a3 = —az

D'ouona
0 Q19 (g3
L = —Q12 0 93
—ap3 —agz 0

T
Soitz = [ x5 | un vecteur, on a
T3

c’est-a-dire que

—021Ty — (313 39 T
E(I) = 91 T1 — (V3273 = /;(ZL’) = —asz1 | AN | a9
Q31T + Q3922 Q91 T3

32
— —
Posonsk = (Oégl) ,alorsC(xz) = R A x.

Q21
Le vecteua est le vecteur de I'application antisymétrigde

6.3 Champ antisymétrique

1. Définition 6.3.1 Un champ de vecteutt est une application qui associe a tout poit de &, le

vecteurr de E.
/T/l>:5—>E, Mr—>/T/l>(M):x

M est un champ antisymétrique s’il existe une applicationsgmétriquel tel que pour tousA et

Bdefona
(A) = M(B) + L£(BA)

ou bien
M(A) = M(B) + R A BA.

2. Champ équiprojectif :
M estéquiprojectifes  PA - M(M) = PM - M(P).

On peut montrer que tout champ équiprojectif est antisyimétret réciproquement.
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6.4 Torseurs

1. Définition 6.4.1 On appelle torseuf7 | 'ensemble du champ de vecteurs antisymétrigiiest de
son vecteurRk.

— L, < . z
— M estappelé le m(lnent ¢e] etﬁ est son vecteur ou bien sa resultante.
— La connaissance d&1 en O et la résultanta détermine le champ en tout poiRte £ :

/\_/l>(P) = /\_/7(0) + R AOP.

Notation : [ﬂp{ %(P)

R et M(P) sont les éléments de réduction[@@ (ou bien ses coordonnées).

R R
2. Propriétés des torseurs Soient|7; ! et |7 2
P | ﬂp{ M(P) [7:lr Mo (P)

(@) L'égalité de deux torseurs :
[Tilp=[T2]p <= {
(b) La somme de deux torseurs :

R
Tlp=[Tlp+ [T2lp < { ./T/l>

(c) Multiplication par un scalaire : SoientA € Ret[T|p { %(P) un torseur. Alors

AR
AMa(P)

Les deux lois de composition conférent a I'ensemble destissde notion d’espace vectoriel.
C’est-a-dire que I'ensemble des torseurs muni des’lefset” x” est un espace vectoriel.

ATlp = (AT)p{

(d) Torseurnul: [T]p =0 < { %(:P())

=0
%
M(0)
L'invariant scalaire, not&, est défini par la quantité scalaire

T=7 M)
7 est indépendant de : En effet, soitD # O’ on a
TR MO =R (/\7(0)+ﬁA0_>0') _R.MO)+ R (ﬁAo_d')

OrﬁL (ﬁ/\(ﬁ) alorsﬁ- (ﬁ/\O—d’) =0
Donc

3. Invariant scalaire d’un torseur : Soit[7]o = un torseur.

T =R MO)=T.
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4. Invariant vectoriel d’'un torseur : L'invariant vectorielZ;, est défini comme suit

N ﬁﬂ(mﬁ T

7= T

IV est indépendant d@. C’est la projection orthogonale d’el surﬁ

. Produit de deux torseurs ou bien moment :

Soient[T;]o = /\—/l>11(()) et [Tzlo = /\—/li(()) deux torseurs.
Le momentde([7;] et[7;] est la quantité scalaire suivante :
P =Ry My(0) + Ry - My(0).
Le momentP est indépendant d@. En effet, soitD’ £ O, on a
P = ﬁl-ﬂl(O’)Jrﬁg-/\_/l)g(O’) — R, <M2 +7€2/\OO> LRy ( 1( )+ﬁl /\(W)

Apres le developpement, on obtient

zﬁl-/\_/?g(O)Jrﬁl- (ﬁgAO—d’) +ﬁg-ﬂ1(0)+ﬁg- <31A70’>
or ﬁl . (ﬁg A O—>O’) = —ﬁg- (ﬁl A O—>O’) alors

= R, Ma(0) + Ry - My(0) = P

6.5 Axe central d'un torseur

1. Division vectorielle : On propose de déterminerc R* telque () zAa =bou(a,b) € R3xR?

est donné. On a etx sont orthogonaux &
D’aprés le graphique, on@a= z; + x2 = Aa + x9,_ Orzy La etzy Lb alorszy = aa A D).
Déterminonsa : on a

Aa+alanbd)]ANa=b & Xaha+alaANb)ANa=1D

or,a Aa =0 alors

alanNb)hNa=b < afla-a)b—(a-bal=b < a=

a2
Finalement : )
T = A\a+ —2(1/\13

all

— W — 1

xr=0N =0ONy+ NygN = Aa + H HQ.CL/\b
a
avec

W 1 —
@) 0o — ” HQa/\b et N()N:)\a
a
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alors, an a

b .
|ON|| = g PuUisque alb

Donc les solutions de I'équatigr(>) sont les vecteurs = ON ou le pointN décrit la droite(A)
dont le vecteur directeur.
ON, est la solution particuliere lorsque= 0.

2. Axe central d'un torseur : Soit =< = un torseur.
m-{ &,
L'axe central(A) de [T est 'ensemble des poinf3 tel que/\—/l>(P) est colinéaire & :

(N):={Pe& : ./\/l —aﬁaeﬂ?}

On sait que

/\_/l>(P):/\_/l>(O)+ﬁ/\(ﬁ§:aﬁ
OPAR = M) - aR.

D’apreés la division vectorielle, on a

OP = AR + —— RAMO)—aR] = AR + —
O A +W A [M(O) = +W

Dnc I'axe central est une droite de vecteur direc@et qui passe par le poirf tel que

alors
RA /\7(0).

O—}%:%—ﬁ/\/\—ﬁ(O).

172

6.6 Exemples de torseurs

R

1. Le couple : Un torseur non nulT |p = { — 0) est uncouplesi ﬁ =0, on a alors

<

¥(P.Q): M(P)=M@Q).

Le champ de vecteurs antisymétriql\_r@ est uniforme.
Notation : [T] = [C].
2. Le Glisseur :

(a) Définition 6.6.1 Soit(A, f) un vecteur lié (un vecteur dont on a préciseé l'origine). Letear

(A, f) "glisse” le long de I'axe(d), appelé le support de. (A, f) est un vecteuglissant
Soit P un point quelcnque, on a
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Or M est antisymétriquez\_/l>(P) = /\_/1>(A) + /A AP aveCJ\_/l>(A) =0.
Dans ce cas, on dit qu&1 définit un torseur appelglisseuret qu’'on va notefG] :

Glp = { /:7(13) avec M(A) =0 (carA e o).

Conséquence Pour youtA’ € § avecA’ # A, on a/\_/l>(A’) = 0.
En effet,

MA) = M(A) + f A AL

— T A e L
or M(A)=0etf NAA =0 puisquef et AA’ sont colinéaires.
Un glisseur est caractérisé par le fait que tous les pointsoae unmoment nul.

(b) Axe central d’un glisseur :

A = {Pe€&/MP)=af=FrOP}

— {(PeE/OP =)+ H}’Pﬂ(—af)}

d'ou
A={Pc&|OP=A}=06
c'est-a-dire que I'axe centrah\) d’un glisseur est le suppofd) du vecteury.
(c) Propriété caractéristique d’'un glisseur : R
— Pour qu’un torseur soit un glisseur, il faut que sa réstétﬁwé 0, M(O) = 0 et l'invariant

scalaireZ = 0.
_ Siun torseur de résultanf® a un moment nul en un point, alors ce torseur est un glisseur

associé au vecteur lié au glissart ﬁ).

6.7 Deécomposition d’'un torseur

On propose de montrer qu’un torseur soit un couple, soit ss@lr et ou soit la somme d’un couple et
d’un glisseur.

1. Linvariant scalaire estnul: 7 = R - /\—/l>(0) = 0 dans les cas suivants
1cas: R = Get/\_/l>(0) — 0, il s’agit donc d’un torseur nul.
oemecas : R = 0 et/\_/l>(0) -+ 0, alors le torseur est un couple.
3emecas : R 40 et/\_/l>(0) — 0, alors le torseur est un glisseur associé au vecteur gli@@aﬁ).
(0)

4¢mecas : ﬁ # 0 etM # 0, alorsﬁ et M(O) sont orthogonaux. Donc on peut trouver un poirtel

(7)4/\3:/\_/1)(0)

D’ou le torseur7] est un glisseur puisqua(A) =0



6.7. DECOMPOSITION D’'UN TORSEUR 71

: : : - A . .
2. Linvariant scalaire est non nul : 7 = ﬁ - M(O) # 0, alors le torseuf7 | peut étre décomposé en

la somme d’un couple
0
Clp =
(Clo { M(0)

a7

LorsqueM (O) est colinéaire ﬁ alors la décomposition est ditentrale.

et d’'un glisseur

3. Tableau récapitulatif :

TABLE 6.1 — La décomposition d’un torseur selon les cas existats th pratique.

Eléments de réduction Torseur associé

R=0=M(O) = T=0 | Torseurnul

R =0, M(0O)#0= T =0 Le torseur est un couple

R #0,M(O)=0= T =0 Le torseur est un glisseur

T#0 Le torseur est la somme d’un glisseur et d'un couple.
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